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Contexte industriel et
scientifique
Contexte industriel
Graˆce a` leur proprie´te´ d’amortissement, les e´lastome`res charge´s sont couramment utilise´s
dans l’industrie pour re´aliser des pie`ces anti-vibratoires. Cependant, des phe´nome`nes com-
plexes et couple´s, comme l’eﬀet Mullins et l’eﬀet Payne, rendent le comportement de ces
mate´riaux non-line´aire. Peu de mode`les permettent de pre´dire la re´ponse dynamique de ces
pie`ces quelle que soit la sollicitation applique´e.
L’objectif principal de cette e´tude est de proposer un mode`le de comportement me´canique
du mate´riau inte´grant la prise en compte de l’eﬀet Payne afin de mieux pre´voir la re´ponse
dynamique de pie`ces anti-vibratoires en e´lastome`re charge´ et de permettre notamment une
meilleure conception de ces pie`ces en fonction de leur utilisation (fre´quence a` atte´nuer, charge
statique supporte´e ...). Cet eﬀet, propre aux e´lastome`res charge´s soumis a` des sollicitations
dynamiques, se traduit, entre autres, par une de´pendance non-line´aire de la rigidite´ qui di-
minue significativement lorsque l’amplitude de la sollicitation vibratoire augmente.
Ensuite, nous avons de´veloppe´ une chaˆıne de mode`les allant du mode`le de comportement
au mode`le de substitution inte´grable dans un mode`le dynamique de grand syste`me, comme
un avion par exemple. Pour cela, une me´thode de re´duction d’ordre de mode`le a notamment
e´te´ de´veloppe´e pour re´soudre eﬃcacement le proble`me parame´trique relatif a` la construction
du mode`le de substitution.
Cette the`se a e´te´ mene´e en collaboration avec la SNECMA (Villaroche, 77) et PAULSTRA
VIBRACHOC (Lisses, 91) dans le cadre du poˆle de compe´titivite´ Astech.
Inte´reˆts et de´marches scientifiques
Le comportement du silicone charge´ de silice, comme celui de tous les e´lastome`res char-
ge´s, est tre`s complexe ; il re´sulte du couplage de nombreux phe´nome`nes physiques et pre´sente
de plus une forte de´pendance a` l’histoire des sollicitations qu’il a subies. Depuis plus de 50
ans, de nombreuses caracte´risations expe´rimentales ont e´te´ mene´es et de nombreux mode`les
de comportement ont e´te´ formule´s. Cependant, certains phe´nome`nes physiques, pourtant in-
contournables tels que l’eﬀet Mullins et l’eﬀet Payne, restent encore aujourd’hui au coeur de
nombreuses e´tudes visant a` comprendre leurs origines microscopiques et/ou a` mieux les mode´-
liser. L’objectif principal de cette the`se est d’incorporer une mode´lisation de l’eﬀet Payne a` un
mode`le de comportement d’e´lastome`re charge´ de type hyperviscoplastique et tenant compte
de l’eﬀet Mullins tout en conservant la pre´diction de ces derniers. Le mode`le alors propose´
permettra de mieux pre´voir la re´ponse dynamique du silicone charge´ de silice notamment en
terme de rigidite´ et de dissipation.
Pour cela, une caracte´risation expe´rimentale du silicone charge´ de silice a e´te´ mene´e en re´a-
lisant notamment un ensemble d’essais vibratoires en cisaillement et en compression.
Puis, nous avons choisi de nous baser sur le mode`le de Qi-Boyce (Qi and Boyce, 2005) pour
y ajouter la prise en compte de l’eﬀet Payne.
Ensuite, a` partir du mode`le de comportement mate´riau de´veloppe´, nous avons conside´re´
une chaˆıne de mode`les permettant de de´finir un me´tamode`le qui se substituera au mode`le
e´le´ments finis parame´trique d’une pie`ce anti-vibratoire en silicone charge´ de silice sollicite´e
dynamiquement. En eﬀet, contrairement au mode`le de comportement mate´riau, le mode`le de
substitution a l’avantage d’eˆtre un mode`le a` peu de degre´s de liberte´ qui peut s’inte´grer, sans
augmenter les couˆts et ressources de calcul, dans un mode`le de grand syste`me.
Ainsi, apre`s avoir identifie´ le mode`le de comportement mate´riau sur les essais de caracte´ri-
sation re´alise´s sur des e´prouvettes de silicone charge´ silice, nous avons utilise´ celui-ci pour
simuler la re´ponse d’une pie`ce anti-vibratoire en silicone charge´ de silice sollicite´e dynami-
quement et re´aliser un mode`le e´le´ments finis. Puis, nous avons conside´re´ un ensemble de
sollicitations vibratoires de´finies par quatre parame`tres : la fre´quence, l’amplitude de de´for-
mation, la de´formation statique et la de´formation maximale et de´fini un mode`le e´le´ments finis
parame´trique.
C’est la re´solution de ce proble`me parame´trique qui permet ensuite de construire des bases
de donne´es, ici relatives a` la rigidite´ et a` la dissipation, permettant de de´finir le mode`le de
substitution. Pour re´soudre eﬃcacement ce proble`me parame`trique, le deuxie`me objectif de
cette e´tude est de de´velopper un mode`le d’ordre re´duit de ce mode`le parame`trique en utilisant
une me´thode de re´duction d’ordre de mode`le (ROM).
Organisation du manuscrit
Le premier chapitre de ce manuscrit de´crit tout d’abord l’e´tude des phe´nome`nes physiques
propres aux e´lastome`res charge´s et donc du silicone charge´ de silice ; puis, le de´tail de la
caracte´risation dynamique du mate´riau qui a e´te´ mise en place est pre´sente´ et discute´. Dans
le deuxie`me chapitre, le mode`le de comportement propose´, permettant de pre´dire la re´ponse
dynamique du silicone charge´ de silice, est pre´sente´, identifie´ et critique´. Ensuite, celui-ci est
valide´ par la simulation de la re´ponse d’une pie`ce anti-vibratoire. Enfin, le dernier chapitre
pre´sente une me´thodologie, base´e sur l’utilisation d’une me´thode de re´duction d’ordre de
mode`les, permettant de ge´ne´rer eﬃcacement deux bases de donne´es nume´riques associe´es
respectivement a` la rigidite´ et la dissipation pour diﬀe´rents cas de sollicitations vibratoires
applique´es.
Chapitre -I-
Caracte´risation expe´rimentale
du silicone charge´ silice
C e chapitre de´crit dans un premier temps quelques ge´ne´ralite´s sur les e´lastome`rescharge´s ne´cessaires a` la compre´hension des phe´nome`nes mis en jeu et a` l’e´laboration
d’un protocole expe´rimental pertinent. Ensuite, la de´finition des essais de caracte´risation
du comportement dynamique du silicone charge´ de silice en cisaillement et compression est
de´taille´e et une discussion sur les re´sultats d’essais obtenus est mene´e.
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CHAPITRE I. CARACTE´RISATION EXPE´RIMENTALE
DU SILICONE CHARGE´ SILICE
I.1 Ge´ne´ralite´s sur les e´lastome`res charge´s
I.1.1 Principales caracte´ristiques d’un Silicone charge´ de Silice
a) Structure ge´ne´rale d’un e´lastome`re : le silicone
Les e´lastome`res appartiennent a` la famille des polyme`res : ceux sont des mate´riaux com-
pose´s d’un ensemble de longues mole´cules appele´es “chaˆınes macromole´culaires ” constitue´es
d’une re´pe´tition de milliers de motifs chimiques (monome`res) lie´s entre eux par des liaisons
covalentes. L’organisation de ces chaˆınes est ale´atoire et de´sordonne´e ; c’est pourquoi la struc-
ture d’un e´lastome`re est souvent compare´e a` un plat de spaghetti. L’exploitation industrielle
des polyme`res synthe´tiques date du XXe`me sie`cle. Cependant, leur comportement thermome´-
canique reste complexe et mal connu. Les e´lastome`res se distinguent des autres mate´riaux
de part leurs proprie´te´s me´caniques particulie`res notamment en termes de de´formabilite´, de
viscosite´ et par la nature entropique de leur e´lasticite´.
Les silicones ou polysiloxanes sont des polyme`res de structure organome´tallique constitue´e
d’un squelette d’atomes silicium/oxyge`ne et de groupes late´raux organiques (voir figure I.1).
La matie`re premie`re ne´cessaire a` la synthe`se des silicones est le dioxyde de silicium Si02 (ou
silice) qui est pre´sent a` l’e´tat naturel combine´ a` des silicates.
Fig. I.1 – Formule simplifie´e du motif chimique constituant le silicone (Biron, 2007)
Par rapport aux polyme`res a` squelette organique, les enchaˆınements silicium/oxyge`ne in-
duisent des proprie´te´s particulie`res telle qu’une bonne stabilite´ des proprie´te´s caracte´ristiques
sur une large plage de tempe´rature pouvant aller de -80◦C a` +250◦C (Biron, 2007). C’est entre
autres pour cela que c’est cette famille d’e´lastome`re qui a e´te´ retenue dans le cadre de ce pro-
jet compte-tenu des contraintes thermiques importantes intrinse`ques a` une utilisation dans
un cadre ae´ronautique et notamment proche de l’environnement moteur.
Les e´lastome`res sont utilise´s dans leur phase amorphe c’est-a`-dire a` une tempe´rature su-
pe´rieure a` leur tempe´rature de transition vitreuse (Tg), qui dans le cas des e´lastome`res est
infe´rieure a` la tempe´rature ambiante.
Pour de´terminer la tempe´rature de transition vitreuse du mate´riau de l’e´tude, nous avons
re´alise´ des essais de DSC (Diﬀerential Scanning Calorimetry) et de DMA (Dynamic Mecha-
nical Analysis). Dans les deux cas, le mate´riau est soumis a` une rampe de tempe´rature (ici
nous avons impose´ des tempe´ratures allant de −150 ◦C a` + 20◦C a` une vitesse de 5◦C /min).
En DMA, le mate´riau est soumis a` une sollicitation dynamique, en petite amplitude et a` une
fre´quence donne´e, et l’e´volution de la rigidite´ et de la dissipation est mesure´e en fonction de
la tempe´rature. En DSC, aucune sollicitation me´canique n’est impose´e a` l’e´chantillon, seule
la sollicitation thermique est applique´e et les flux de chaleur sont mesure´s en fonction de la
tempe´rature. Sur la figure I.2 sont repre´sente´es les courbes d’e´volution du module dynamique
et de l’amortissement en fonction de la tempe´rature obtenues par DMA pour une fre´quence
de 5 Hz et une amplitude de de´formation de 0.1%. Sur la figure I.3, l’e´volution du flux de
chaleur mesure´ en fonction de la tempe´rature, obtenue par DSC, est pre´sente´e.
Ces deux essais mettent en e´vidence un domaine de transition vitreuse situe´ dans des
niveaux de tempe´rature tre`s faible (< −110◦C ).
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Fig. I.2 – Mesure de la tempe´rature de transition
vitreuse par DMA
Fig. I.3 – Mesure de la tempe´rature
de transition vitreuse par DSC
De plus, dans les deux cas, un pic de fusion est observe´ autour de −46◦C . Il semble alors
qu’une phase du mate´riau cristallise a` froid puis lors de l’application du re´chauﬀement une
fusion de ces cristallites s’ope`re.
Ces essais permettent bien de confirmer que dans notre domaine d’e´tude, le mate´riau
choisi est dans son e´tat caoutchoutique et posse`de une structure amorphe.
b) Renforcement du comportement me´canique
Utilise´s sans traitement, les polyme`res et donc les silicones ont des proprie´te´s me´caniques
assez faibles ; ainsi pour renforcer le mate´riau on le re´ticule et y ajoute des charges.
Une re´action de re´ticulation consiste a` lier entre elles de manie`re permanente (par liaison
covalente) les macromole´cules qui constituent le polyme`re ; des ponts sont alors cre´e´s entre
les chaˆınes ce qui re´duit la mobilite´ de celles-ci et donc rigidifie le mate´riau. Dans le cas
des silicones, la re´action s’eﬀectue avec des peroxydes organiques. On notera que lorsque la
re´ticulation est eﬀectue´e avec du souﬀre comme pour le caoutchouc naturel par exemple, on
parle de vulcanisation.
De plus, des charges renforc¸antes sont ajoute´es au mate´riau ; il existe diﬀe´rentes charges
renforc¸antes. Les plus connues sont le noir de carbone et la silice. Dans le cadre de l’e´tude,
le mate´riau conside´re´ est un silicone charge´ avec des particules renforc¸antes de silice . Ces
charges sont de module plus de 1000 fois plus e´leve´ que la matrice e´lastome`re : 107 GPa
pour la silice contre quelques MPa pour le silicone. La plupart du temps, on les suppose donc
rigides par rapport a` la matrice. Ainsi, dans les mode`les les plus simples, on conside`re que
l’e´lastome`re charge´ est compose´ de deux phases : une phase dite souple (ici le silicone) et une
phase dite rigide (ici la silice). Ces deux phases sont non-compatibles c’est a` dire qu’elles ne
se me´langent pas. La pre´sence de ces charges implique une augmentation de la rigidite´ du
mate´riau mais aussi une amplification des de´formations au sein de la matrice e´lastome`re sous
chargement en comparaison avec un mate´riau non charge´. Ainsi comme sche´matise´ sur la
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figure I.4, pour un meˆme allongement applique´ λ (allongement macroscopique), l’allongement
vue re´ellement au sein de la matrice Λ sera amplifie´ puisque les charges ne se de´forment pas
(rigides).
Fig. I.4 – Amplification des de´formations
Ce facteur d’amplication des de´formations X reliant Λ et λ par l’e´quation :
Λ= 1+X · (λ−1) (I.1)
a notamment e´te´ introduit par Mullins et Tobin (Mullins and Tobin, 1965). Il de´pend logi-
quement de la teneur en charge du mate´riau, en eﬀet, plus celle-ci est importante est plus X
est grand ; la forme ge´ne´ralement utilise´e est la suivante :
X = 1+aνh+bνh2, (I.2)
avec νh la fraction volumique de charge.
On peut par exemple choisir pour la fonction X l’expression de Smallwood avec a = 2.5 et
b = 0 ou de Guth et Gold avec a = 2.5 et b = 14.1 (Mullins and Tobin, 1965).
c) Mise en oeuvre
Les e´lastome`res charge´s sont le re´sultat du me´lange de nombreux constituants : ceux de
base (matrice et charges renforc¸antes) ainsi que diﬀe´rents additifs ; on parle alors de for-
mule ou de grade. C’est pourquoi, pour un meˆme type d’e´lastome`re (meˆme matrice et meˆme
charge), il existe de nombreux grades qui se diﬀe´rencient par leur teneur en charges mais aussi
par leurs additifs. Ces constituants peuvent soit eˆtre rajoute´s pour confe´rer au mate´riau de
meilleures proprie´te´s me´caniques (silice, noir de carbone, agent de vulcanisation...) soit pour
permettre leur fabrication (compatibilisants, huile...).
Pour fabriquer un e´lastome`re charge´, les e´tapes suivantes sont respecte´es.
La premie`re e´tape de la fabrication est le me´langeage : tous les constituants de la formule sont
introduits dans un me´langeur interne (constitue´ de deux cylindres contrarotatifs) et malaxe´s.
Ensuite, le me´lange est mis en forme avant d’eˆtre re´ticule´ ; plusieurs techniques de mise en
forme peuvent eˆtre utilise´es : le moulage par injection, l’extrusion ou encore le calandrage.
Dans le cadre de cette e´tude, les e´prouvettes sont moule´es par injection. Cette me´thode
consiste a` inse´rer le me´lange dans un moule a` une certaine tempe´rature et de le comprimer a`
l’aide d’une presse pendant un temps donne´. La tempe´rature, la pression et le temps d’appli-
cation ont une forte influence sur la qualite´ de la pie`ce obtenue (pre´sence de bulles d’air par
exemple) ; ces trois parame`tres de´pendent du grade utilise´ et sont de´termine´s par des mesures
rhe´ome`triques.
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Enfin, le mate´riau mis en forme est re´ticule´ a` chaud. Dans le cas des silicones, des peroxydes
organiques sont utilise´s comme agent de vulcanisation. La re´ticulation est re´alise´e a` une tem-
pe´rature avoisinant les 125◦C pendant quelques dizaines de minutes puis celle-ci est prolonge´e
par une post-cuisson de plusieurs heures entre 150 et 200◦C .
L’e´tude sera mene´e sur un grade de silicone charge´ silice contenant environ 40% de silice.
Une observation sous microscope e´lectronique a` balayage (MEB) a e´te´ eﬀectue´e afin d’observer
les tailles, forme et re´partition de ces charges au sein de la matrice (voir figure I.5).
Fig. I.5 – Image MEB du mate´riau de l’e´tude
en e´lectrons secondaires
Fig. I.6 – Roˆle joue´ par l’arrangement
des charges au sein de la matrice (Donnet
and Vidal, 1986)
Ainsi, on constate que les charges de silice ont une forme assez circulaire et une taille
d’environ 30 a` 40nm, elles se trouvent isole´es ou sous forme d’aggre´gats de 100 a` 200nm.
Comme nous l’avons note´ au paragraphe pre´ce´dent, la pre´sence de ces charges entraˆıne une
amplification des de´formations au sein de la matrice. De plus, comme l’ont observe´ Donnet
et Vidal (Donnet and Vidal, 1986), par exemple, l’arrangement de ces particules les unes par
rapport aux autres sous forme d’aggre´gats ou d’agglome´rats va modifier, pour une de´forma-
tion applique´e donne´e, la re´ponse de l’ensemble ; la figure I.6 illustre ce propos. Par exemple,
lorsque les aggre´gats prennent une forme complexe “emprisonnant” en quelque sorte une par-
tie de matrice, comme sur la 5ie`me repre´sentation de la figure I.6, on observe que cette partie
de matrice ne voit pas la de´formation applique´e, elle ne se de´forme pas et agit alors comme
une phase dure. Cette configuration emprisonnant de la matrice, que l’on retrouve dans les
articles sous le nom de “occluded rubber” en anglais, contribue a` augmenter indirectement le
renforcement du mate´riau.
Plusieurs auteurs ont mis en avant le roˆle important joue´ par cette interface matrice-charge,
en l’associant aux phe´nome`nes de dissipation d’e´nergie par exemple (Kraus, 1984) ou en met-
tant en avant la pre´sence de plasticite´ a` l’interface (Montes et al., 2003).
C’est cet ensemble matrice souple et charges renforc¸antes qui confe`re aux e´lastome`res
charge´s leur proprie´te´s me´caniques particulie`res.
8
CHAPITRE I. CARACTE´RISATION EXPE´RIMENTALE
DU SILICONE CHARGE´ SILICE
I.1.2 Me´canismes de de´formation usuels
La complexite´ de compre´hension puis de mode´lisation des e´lastome`res, qu’ils soient char-
ge´s ou non, re´side en partie dans le fait que leur comportement re´sulte du couplage de nom-
breux phe´nome`nes comme notamment : l’hypere´lasticite´, la plasticite´ et la viscosite´.
a) Hypere´lasticite´
Du fait de leur structure en longues chaˆınes encheveˆtre´es et re´ticule´es, les e´lastome`res sont
des mate´riaux fortement hypere´lastiques c’est a` dire qu’ils peuvent subir de grandes de´forma-
tions. Au repos, le mate´riau posse`de une structure amorphe, de´sordonne´e ; sous sollicitation,
la re´ponse classique en contrainte-de´formation d’un e´lastome´re vulcanise´ est repre´sente´e sur
la figure I.7. Cette re´ponse en contrainte est non-line´aire et l’on peut distinguer trois phases
distinctes :
- Phase 1 : En petites de´formations (quelques %), la re´ponse est quasi-e´lastique, le module
tangent de´pend peu de la de´formation applique´e.
- Phase 2 : On observe un adoucissement du module tangent, le mate´riau s’accomode a` la
sollicitation pour minimiser son e´nergie.
- Phase 3 : Augmentation brutale du module tangent, les chaˆınes commencent a` atteindre
leur extension maximale et s’orientent dans la direction de sollicitation.
Fig. I.7 – Courbe contrainte-de´formation typique d’un e´lastome`re vulcanise´ (Treloar, 1949)
b) Viscosite´
Enfin, les e´lastome`res sont fortement de´pendant du temps et donc de la vitesse de sollici-
tation comme le montre la figure I.8 : ceci traduit la viscosite´ du mate´riau.
On observe ainsi, que plus la vitesse de sollicitation est importante plus le mate´riau a
tendance a` se rigidifier. En eﬀet, contrairement a` une sollicitation lente, une sollicitation
rapide ne laisse pas le temps aux conformations de s’ajuster, aux encheveˆtrements ou aux
chaˆınes pendantes de glisser et des verrouillages de celles-ci entraˆınent alors une re´ponse plus
rigide.
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Fig. I.8 – Charge jusqu’a` 70% de de´formation vraie (soit 100% de de´formation nominale) a`
diﬀe´rentes vitesses de de´formation impose´e sur le silicone charge´ de silice de l’e´tude
c) Plasticite´
Si l’on sollicite le mate´riau en traction en charge puis en de´charge jusqu’a` force nulle (voir
figure I.9), on note la pre´sence d’une de´formation re´siduelle nomme´e : de´formation re´manente.
Une partie de celle-ci peut eˆtre recouverte par le mate´riau s’il l’on attend suﬃsamment
(mate´riau au repos) due a` la viscosite´ ; l’autre partie repre´sente les de´formations irre´versibles
du mate´riau suite a` ce chargement et de´note le caracte`re “plastique” du mate´riau.
Fig. I.9 – Charge/de´charge jusqu’a` 150% de de´formation nominale (ε˙ = 10-2/s) eﬀectue´e
sur le silicone charge´ de silice de l’e´tude
Ainsi, le mate´riau conside´re´ est hyperviscoplastique mais la complexite´ ne s’arreˆte pas la`
car les e´lastome`res sont aussi fortement de´pendant a` l’histoire des de´formations subies.
I.1.3 Eﬀet Mullins et adoucissement cyclique
Ces deux phe´nome`nes sont a` relier a` la forte de´pendance des e´lastome`res (charge´s ou non)
a` l’histoire des de´formations.
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a) Eﬀet Mullins
L’eﬀet Mullins est un phe´nome`ne incontournable dans l’e´tude du comportement d’e´lasto-
me`res.
La figure I.10 repre´sente plusieurs charges et de´charges successives en traction jusqu’a` des
niveaux de de´formation de plus en plus importants sur un caoutchouc naturel charge´ de noir
de carbone.
Fig. I.10 – Charges et de´charges successives
en traction (Mullins, 1969)
Chargement de type 0-100-0-150 %
Chargement de type 0-150-0 %
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Fig. I.11 – Courbes de charge/de´charge en
tration - eﬀet d’histoire des de´formations
On constate, dans un premier temps, qu’apre`s une charge jusqu’a` un niveau de de´for-
mation donne´, le mate´riau s’est adouci : les niveaux de contrainte lors de la de´charge et de
la charge suivante sont plus faibles. De plus, on peut remarquer que cet adoucissement est
d’autant plus important que le niveau de de´formation applique´ a` la charge est important.
Ensuite, a` la charge suivante, on constate que l’adoucissement des contraintes n’est visible
qu’en dessous du niveau de de´formation maximale pre´ce´dent ; au dela` la courbe de contrainte
/ de´formation n’est pas aﬀecte´e par le pre´ce´dent chargement.
Les meˆmes constatations peuvent eˆtre observe´es sur le mate´riau de l’e´tude figure I.11 a`
ceci pre`s que la premie`re de´charge et la seconde charge ne suivent pas le meˆme chemin. Sur
cette figure, deux essais de charge/de´charge en traction sont repre´sente´s, l’un comprenant une
charge jusqu’a` 150% suivie d’une de´charge et l’autre comprenant une charge jusqu’a` 100%,
une de´charge puis une charge jusqu’a` 150%.
On rele`vera de plus, que proche du niveau de de´formation maximale vue par l’e´prouvette (ici
100%), une zone de transition avec une augmentation brutale de la contrainte est observe´e.
Les e´lastome`res charge´s pre´sentent donc une forte de´pendance a` l’histoire des de´forma-
tions qui se traduit apre`s une pre´ce´dente extension par un adoucissement de la contrainte
d’autant plus important que la de´formation maximale pre´ce´demment vue par le mate´riau est
grande. Cependant lorsque la de´formation applique´e de nouveau vient a` de´passer ce pre´ce´dent
niveau de de´formation maximale le mate´riau retrouve alors le comportement d’un mate´riau
vierge n’ayant jamais e´te´ sollicite´.
Les observations ci-dessus concernent des sollicitations eﬀectue´es suivant un seul axe.
Cependant, comme l’ont mis en avant Diani et ses colle`gues (Diani et al., 2006a), l’eﬀet
Mullins induit une anisotropie au sein du mate´riau. Pour observer cela, ils ont pre´alablement
eﬀectue´ deux charges / de´charges en traction jusqu’a` 200% suivant une direction (note´e
1) sur deux grandes e´prouvettes ; puis ils ont de´coupe´ a` l’inte´rieur de chacune des deux
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grandes e´prouvettes une e´prouvette plus petite, l’une dans la direction 1 (e´prouvette 1) et
l’autre (e´prouvette 2) dans une direction tranverse (note´e 2). Ensuite, chacune de ses deux
petites e´prouvettes a e´te´ sollicite´e par deux charges / de´charges en traction jusqu’a` 200%
dans la direction 1 pour l’e´prouvette 1 et dans la direction 2 pour l’e´prouvette 2. La figure
I.12 repre´sente ses charges / de´charges concernant les grosses e´prouvettes initiales (mate´riau
vierge) et les plus petites (e´prouvettes 1 et 2).
Fig. I.12 – Observation de l’anisotropie induite par l’eﬀet Mullins (Diani et al., 2006a)
L’e´prouvette 1 avait de´ja` e´te´ sollicite´e suivant la direction 1 ; on observe ici que la premie`re
courbe de charge associe´e a` cette e´prouvette est similaire a` la courbe de seconde charge
du mate´riau vierge puis la deuxie`me charge le comportement rejoins celui de la deuxie`me
charge. En eﬀet, cette e´prouvette ayant de´ja` subie l’eﬀet Mullins dans cette direction pre´sente
logiquement la meˆme re´ponse que celle observe´e sur le mate´riau vierge (la diﬀe´rence a` la
premie`re charge de l’e´prouvette 1 avec le mate´riau vierge est due au recouvrement de la
de´formation lors de la de´coupe de l’e´prouvette).
Concernant l’e´prouvette 2 sollicite´e dans la direction 2, on constate que la premie`re courbe
de charge a une forme plutoˆt similaire a` celle de la premie`re charge du mate´riau vierge puis
il faut attendre la seconde charge pour retrouver une e´volution s’apparentant a` la deuxie`me
charge du mate´riau vierge. On observe ainsi, l’adoucissement des contraintes dans la direction
2 intrinse`quement relie´ a` celui ge´ne´re´ dans la direction 1 par l’eﬀet Mullins, le mate´riau e´tant
incompressible. Cependant malgre´ cet adoucissement des contraintes, l’eﬀet Mullins n’est pas
“sature´” dans la direction 2 : ce n’est qu’apre`s l’application d’une charge /de´charge dans cette
direction que le mate´riau s’adoucit par eﬀet Mullins.
b) Adoucissement cyclique
Comme nous venons de le souligner, apre`s avoir e´te´ charge´ une premie`re fois, la contrainte
au sein du mate´riau est adoucie. Dans cette continu¨ıte´, si l’on sollicite de manie`re cyclique le
mate´riau jusqu’au meˆme niveau de de´formation maximale, on peut observer un adoucissement
de la contrainte au fur et a` mesure des cycles connu sous le nom d’adoucissement cyclique.
Sur la figure I.13, le silicone charge´ de silice de l’e´tude est soumis a` un essai cyclique de
traction borne´ par une de´formation nominale maximale de 100% et un retour a` force nulle.
On constate que cet adoucissement est tre`s marque´ lors des premiers cycles puis une ac-
commodation du mate´riau s’ope`re (le comportement converge vers un e´tat stable) au bout
d’un certain nombre de cycles.
Ainsi, suivant le nombre de cycles de de´formation que le mate´riau a subi, celui-ci ne pre´sente
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Fig. I.13 – Essais cycliques de traction jus-
qu’a` une de´formation nominale maximale de
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Fig. I.14 – Essais cycliques de cisaille-
ment successifs jusqu’a` stabilisation (±50,
±75 puis ±120%)
pas le meˆme niveau de contrainte.
Ainsi, afin d’e´tudier un mate´riau au comportement stable, il est courant de pre´charger
les e´prouvettes (c’est a` dire de re´aliser un essai pre´liminaire par exemple un essai cyclique
de bornes maximale et minimale choisies) avant de leur appliquer le chargement particulier
que l’on souhaite (Amin et al., 2006), (Wang and Robertson, 2005), (Chazeau et al., 2000),
(Bhuiyan et al., 2009).
Cependant, si l’on vient solliciter ensuite le mate´riau a` un niveau de de´formation supe´-
rieur a` la de´formation maximale vue par le mate´riau (ge´ne´ralement la valeur maximale de
l’essai cyclique), compte-tenu de l’eﬀet Mullins, le mate´riau va retrouver un comportement
non-stabilise´.
Sur la figure I.14, une meˆme e´prouvette de cisaillement est sollicite´e successivement jusqu’a`
stabilisation pour des niveaux de de´formation maximale de 50, 75 puis 120%.
On constate dans un premier temps que malgre´ une stabilisation du mate´riau a` une de´forma-
tion maximale donne´e celui-ci n’est plus stabilise´ si l’on vient de´passer le niveau de de´forma-
tion maximale du pre´ce´dent pre´chargement. De plus, on peut noter que plus la de´formation
maximale du pre´chargement est grande et plus le cycle stabilise´ obtenu est adouci.
Enfin, si l’on conside`re l’observation faite par Diani et ses colle`gues (Diani et al., 2006a)
concernant l’anisotropie induite par l’eﬀet Mullins, il en ressort que si l’on souhaite solliciter
un mate´riau stable suivant plusieurs directions, il sera ne´cessaire d’eﬀectuer des chargements
cycliques suivant toutes ces directions.
L’eﬀet Mullins et l’adoucissement cyclique sont deux phe´nome`nes assez relie´s que l’on a
tendance a` regrouper sous la meˆme de´nomination d’eﬀet Mullins ; c’est ce que je ferai dans
la suite de cette the`se.
Il est ensuite inte´ressant de relever que l’eﬀet Mullins est observe´ quel que soit le type de
sollicitation (dans le cadre de ce projet, nous avons pu l’observer en traction, compression et
cisaillement), que l’e´lastome`re soit charge´ ou non. Toutefois, comme on peut l’observer sur
la figure I.15, en comparaison avec les e´lastome`res non-charge´s, l’eﬀet Mullins apparaˆıt pour
des niveaux de de´formation beaucoup plus faibles dans le cas d’e´lastome`res charge´s. Il s’agit
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sur cette figure d’un caoutchouc naturel renforce´ ou non par du noir de carbone.
Fig. I.15 – Observation de l’eﬀet Mullins sur e´lastome`res charge´s et non-charge´s (Harwood
and Payne, 1966)
Cette apparition pour des niveaux de de´formation plus faibles s’explique logiquement par
le phe´nome`ne d’amplification des de´formations dans la matrice engendre´e par la pre´sence des
charges au sein du mate´riau (voir paragraphe I.1.1 b)).
c) Origine microscopique
Meˆme 60 ans apre`s sa mise en e´vidence, les chercheurs ne se sont toujours pas accorde´s
sur l’origine microscopique de l’eﬀet Mullins. De nombreuses explications ont e´te´ propose´es
allant de la rupture de chaˆınes a` l’interface matrice-charge, au glissement de mole´cules, a`
la rupture d’agglome´rats de charge ou au de´sencheveˆtrement de chaˆınes. Une synthe`se des
e´tudes mene´es sur l’eﬀet Mullins peut eˆtre trouve´e dans l’article de Diani (Diani et al., 2009).
Ainsi, appuye´e par des mesures de perte de conductivite´ e´lectrique apre`s e´tirement au pre´a-
lable du mate´riau, la chute de contrainte observe´e a d’abord e´te´ qualitativement attribue´e a`
la rupture d’aggre´gats de charges (Mullins, 1969).
Bueche (Bueche, 1961), lui, attribue cet adoucissement de contrainte a` la rupture de chaˆınes
attache´es entre deux charges. La figure I.16 illustre cette proposition, lorsque le mate´riau est
e´tire´ les chaˆınes les plus courtes reliant deux charges sont fortement contraintes, atteignent
leur limite d’extensibilite´ et se rompent a` la surface d’une des particules entraˆınant une chute
de contrainte au sein du mate´riau.
Fig. I.16 – Sche´ma d’un adoucissement du com-
portement par rupture de chaˆıne entre charges
(Diani et al., 2009)
Fig. I.17 – Sche´ma d’un adoucissement
du comportement par de´sencheveˆtrement
(Diani et al., 2009)
Dans les deux cas, ces explications ont un caracte`re irre´versible et se re´fe`rent aux charges
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ou a` l’inte´raction charge-matrice. Cependant, comme nous venons de le souligner, l’eﬀet Mul-
lins est aussi observe´ dans les e´lastome`res non-charge´s, meˆme si son eﬀet est beaucoup moins
prononce´ et n’est visible que pour de grands niveaux de de´formation.
Ainsi, une autre explication non relie´e a` la pre´sence de charge e´voque´ par Hamed et Hat-
field (Hamed and Hatfield, 1989) associe la chute de contrainte a` un de´sencheveˆtrement de
chaˆınes, et donc d’une partie rigidifiant le mate´riau, engendre´ par l’e´tirement des chaˆınes
comme illustre´ sur la figure I.17.
De plus, cette explication reste en accord avec le caracte`re recouvrable de l’eﬀet Mullins car
une fois relaˆche´e, afin de retrouver une configuration plus stable, de nouveaux encheveˆtre-
ments peuvent se former par agitation thermique.
En eﬀet, Mullins (Mullins, 1947) a souligne´ le caracte`re re´versible de l’eﬀet Mullins sous
certaines conditions de temps et de tempe´rature. Ainsi, apre`s avoir sollicite´ en traction une
e´prouvette puis l’avoir stocke´e au repos a` tempe´rature ambiante pendant 100 h, il observe une
faible recouvrance de l’eﬀet ; en revanche, stocke´e 2 jours a` 100◦C , il note un recouvrement
quasi-total.
C’est pourquoi, l’eﬀet Mullins ne peut pas eˆtre explique´, en tout cas pas totalement, par
des phe´nome`nes lie´s a` des me´canismes d’endommagement mais est probablement lie´ a` l’asso-
ciation de phe´nome`nes irre´versibles et re´versibles.
Une e´tude annexe a e´te´ mene´e durant ce projet sur le recouvrement de l’eﬀet Mullins sur
des dure´es allant jusqu’a` 12 mois.
Les e´prouvettes utilise´es sont pre´alablement cycle´es en cisaillement a` ±120% jusqu’a` stabilisa-
tion du comportement puis stocke´es au repos a` tempe´rature ambiante (quelques stockages en
tempe´rature ont aussi e´te´ mene´s) pendant plusieurs mois et ensuite celles-ci sont resoumises
au meˆme chargement cyclique. La figure I.18 repre´sente deux essais cycliques correspondant
respectivement a` l’e´prouvette vierge (courbe rouge) et la meˆme e´prouvette mais 7 mois apre`s
avoir e´te´ stocke´e a` force nulle a` tempe´rature ambiante (courbe bleue).
On constate ici que l’e´prouvette a recouvert une partie de l’eﬀet Mullins et n’est plus
stabilise´e 7 mois apre`s : il faut un certain nombre de cycles pour qu’elle converge a` nouveau
vers ce meˆme e´tat stabilise´.
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Fig. I.18 – Recouvrement de l’eﬀet Mullins dans le temps
Sur la figure I.19 sont repre´sente´es la 1e`re charge d’un essai cyclique eﬀectue´ sur une
e´prouvette vierge (rouge) ainsi que les 1e`res charges issues d’un deuxie`me cyclage eﬀectue´ sur
une e´prouvette ayant de´ja` e´te´ cycle´e une premie`re fois puis stocke´e au repos pendant des
dure´es allant de 6h a` 1 an. On pourra noter qu’une e´prouvette diﬀe´rente a e´te´ utilise´e pour
chaque dure´e de stockage.
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Fig. I.19 – Recouvrement de l’eﬀet Mullins dans le temps
On observe ainsi qu’au fur et a` mesure que le temps de stockage est augmente´, la re´ponse
en contrainte de la 1e`re charge issue du deuxie`me cyclage est de plus en plus e´leve´e. Il semble
donc que, moyennant un certain temps au repos, le mate´riau soit capable de se re´organiser
pour retrouver une configuration plus stable et reformer des liaisons rigidifiantes telles que
des encheveˆtrements par exemple.
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I.1.4 Etude du comportement dynamique
L’e´tude dynamique d’un mate´riau consiste a` appliquer a` un e´chantillon une de´formation
sinuso¨ıdale (voir e´quation I.3) et de mesurer la re´ponse en contrainte de cet e´chantillon.
On notera que dans le cadre de cette e´tude, nous ne´gligeons les phe´nome`nes d’inertie, le
comportement du mate´riau seul est e´tudie´. Ainsi, nous avons suppose´ que la pulsation d’exci-
tation ω e´tait suﬃsamment faible pour que la transformation me´canique de l’e´lastome`re soit
quasi-statique a` chaque instant.
ε(t) = ∆ε · sin(ω · t) (I.3)
Comme nous venons de le voir, les e´lastome`res appartiennent a` la famille des mate´riaux
viscoe´lastiques. La particularite´ de ces mate´riaux est que la re´ponse en contrainte est de´phase´e
par rapport a` la de´formation ; de plus si la viscosite´ est line´aire la re´ponse en sortie sera
sinuso¨ıdale de meˆme fre´quence :
σ(t) = ∆σ · sin(ω · t+δ) (I.4)
avec δ le de´phasage entre la contrainte et la de´formation qui est compris entre 0 et π/2.
A titre de comparaison, dans le cas d’un solide e´lastique, le de´phasage est nul, les deux si-
nuso¨ıdes sont en phases et dans le cas d’un fluide visqueux, le de´phasage vaut π/2, les deux
sinuso¨ıdes sont en opposition de phases.
Les mate´riaux visqueux sont alors capable de dissiper l’e´nergie me´canique fournie en cha-
leur ; ce qui est symbolise´ sur la courbe contrainte/de´formation par la pre´sence d’une boucle
d’hyste´re´sis.
Fig. I.20 – Boucle d’hyste´re´sis
On utilise couramment la de´finition d’un module complexe E* tel que σ = E* · ε pour
caracte´riser l’amortissement d’un mate´riau visqueux. La partie re´elle (E’) de ce module com-
plexe ou module de conservation (module e´lastique) caracte´rise l’e´nergie stocke´e de manie`re
re´versible dans le mate´riau (partie e´lastique) et la partie imaginaire (E”) ou module de perte
caracte´rise l’e´nergie dissipe´e (partie visqueuse).
σ(t) = ∆ε ·
￿
∆σ
∆ε
.cos(δ).sin(ω.t)+ ∆σ
∆ε
.sin(δ).cos(ω.t)
￿
= (E ￿+ iE ￿￿) · ε(t) (I.5)
Par de´finition, on a donc E ￿ = ∆σ∆ε · cos(δ) et E ￿￿ = ∆σ∆ε · sin(δ).
On de´finit aussi l’amortissement : tan(δ) = E ￿￿/E ￿ et le module dynamique : |E*|= ∆σ∆ε .
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Cependant, il faut bien retenir que cette de´finition est line´aire et revient donc a` approcher
la boucle d’hyste´re´sis par une ellipse. Ainsi dans le cas d’une viscosite´ line´aire, la boucle
e´tant elliptique, on acce`de facilement aux coeﬃcients E ￿ et E ￿￿ en utilisant les caracte´ristiques
ge´ome´triques de la boucle et/ou son aire c’est-a`-dire l’e´nergie dissipe´e qui s’e´crit sous la
forme :
Aire=
Z T
0
σ ·dε= ∆σ ·∆ε ·π · sin(δ) = (∆ε)2 ·E ￿￿ ·π (I.6)
Cette expression met en avant le lien direct existant entre le module de perte et l’aire de
la boucle d’hyste´re´sis. Le module e´lastique lui est e´troitement lie´ avec la pente de la boucle
d’hyste´re´sis.
On remarquera de plus, que la notation |E*| est re´serve´e aux essais de traction et de
compression ; dans le cas d’essais de cisaillement, la meˆme me´thode est utilise´e et on parle de
module de cisaillement complexe |G*|.
Ainsi, il est courant, notamment dans l’industrie, de caracte´riser la re´ponse du mate´riau
(et donc sa rigidite´ et sa dissipation) a` une sollicitation vibratoire donne´e par ses modules
e´lastique et de perte. Cependant, il faut bien garder en teˆte que cette de´finition correspond
a` un mode`le de comportement line´aire.
Dans le cas e´tudie´ ici, le silicone charge´ de silice a un comportement viscoe´lastique
non-line´aire, sa re´ponse en contrainte est non-line´aire ce qui se traduit dans le plan
contrainte/de´formation par des boucles d’hyste´re´sis de forme plus ou moins e´loigne´e, sui-
vant les cas, d’une ellipse. La figure I.21 illustre ce propos, elle repre´sente la re´ponse a` un
chargement dynamique de cisaillement caracte´rise´ par une fre´quence de 15Hz, une de´forma-
tion statique de 30% et une amplitude de de´formation de 20%.
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Fig. I.21 – Exemple d’une re´ponse a` une sollicitation vibratoire de fre´quence 15Hz et de
de´formation statique non nulle
Le choix de l’utilisation des coeﬃcients E ￿ et E ￿￿ pour caracte´riser la re´ponse dynamique
non-line´aire du mate´riau ainsi que ses limites sera discute´ plus en de´tails dans les paragraphes
de´finition du chargement (I.2.2) et post-processing (I.2.5).
18
CHAPITRE I. CARACTE´RISATION EXPE´RIMENTALE
DU SILICONE CHARGE´ SILICE
I.1.5 Eﬀet Payne
Enfin, compte-tenu de l’e´tude dynamique que nous avons souhaite´e mener, un autre phe´-
nome`ne, propre aux e´lastome`res charge´s sollicite´s dynamiquement, doit ne´cessairement eˆtre
pris en compte : l’eﬀet Payne. Celui-ci est lie´ a` la de´pendance non-line´aire de ces mate´riaux
avec l’amplitude de de´formation de la sollicitation vibratoire applique´e.
De plus, malgre´ l’utilisation croissante des e´lastome`res charge´s pour des utilisations de type
anti-vibratoires, ce phe´nome`ne est encore mal explique´ et peu mis en e´quation.
a) De´finition et principales caracte´ristiques
En sollicitant par des de´formations sinuso¨ıdales ses mate´riaux, Payne (Payne, 1960) a
mis en e´vidence la de´pendance non-line´aire du module dynamique des e´lastome`res charge´s
avec l’amplitude des de´formations applique´es meˆme pour de faibles valeurs d’amplitude de
de´formation.
La figure I.22 illustre l’e´volution du module dynamique avec l’amplitude de de´formation
obtenue par Payne sur des caoutchoucs naturels plus ou moins charge´s en noir de carbone.
Fig. I.22 – Evolution du module dynamique (|E*|) avec l’amplitude des de´formations (∆ε)
a` fre´quence fixe´e pour diﬀe´rentes teneurs en noir de carbone (Payne, 1960)
Ces courbes mettent en e´vidence la de´pendance non-line´aire du module dynamique des
e´lastome`res charge´s avec l’amplitude de de´formation. En eﬀet, lorsque l’amplitude de de´for-
mation applique´e de´passe une certaine valeur critique (qui semble de´pendre de la teneur en
charges), le module dynamique chute de manie`re assez brutale. Ainsi, le module dynamique
passe de sa valeur maximale (|E*|0) aux tre`s faibles amplitudes de de´formation vers sa valeur
minimale (|E*|∞) aux grandes amplitudes de de´formation. Ce comportement non-line´aire est
observe´ meˆme pour des amplitudes de de´formations infe´rieures a` 0.1 %. Cette de´pendance
non-line´aire des e´lastome`res charge´s s’oppose au comportement viscoe´lastique line´aire que
Payne a pu observer pour les e´lastome`res non-charge´s sur une plage de de´formation allant
jusqu’a` 40 % et que l’on retrouve en partie sur la figure I.22 sur la courbe A.
Sternstein et ses colle`gues (Chazeau et al., 2000) ont e´tudie´ l’eﬀet Payne et ses caracte´-
ristiques sur diﬀe´rents e´lastome`res tels que le caoutchouc naturel charge´ de noir de carbone
et le silicone charge´ de silice en cisaillement.
Ils retrouvent les observations faites par Payne qui se traduisent en terme d’e´volution du
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module e´lastique (G￿) par une chute de celui-ci avec l’amplitude de de´formation (semblable a`
celle du module dynamique) et pour le module de perte (G￿￿) par e´volution non-line´aire avec
passage par un maximum de dissipation (voir figure I.23).
Fig. I.23 – Eﬀet Payne (NR avec CB) a` 1
Hz et T = 25◦C (Chazeau et al., 2000)
Fig. I.24 – Evolution du pic de module
de perte avec la chute du module e´lastique
(Chazeau et al., 2000)
Ils ont de plus mis en avant le lien direct aﬃne existant entre la chute de module e´las-
tique, c’est a` dire la diﬀe´rence entre la valeur aux faibles niveaux de de´formation note´ LAM
ici (Low amplitude modulus) et celle aux grandes valeurs d’amplitude de de´formation note´
HAM ici (High amplitude modulus) (voir figure I.23), et la valeur maximale du pic de dissi-
pation (G￿￿max). La figure I.24 illustre cette relation aﬃne et cela pour de nombreux mate´riaux
diﬀe´rents (dans la le´gende, Payne se rapporte aux donne´es de l’article de Payne, Lord aux
silicones et les autres lettres aux caoutchoucs naturels pour diﬀe´rents taux de dispersion de
charges au sein de la matrice). Ainsi, plus la chute du module e´lastique est grande plus la
valeur du maximum de dissipation sera e´leve´e.
Cette proprie´te´ avait de´ja` e´te´ e´tudie´e par d’autres auteurs comme Kraus (Kraus, 1984) et
Payne (Payne, 1974). La pente de cette droite serait comprise entre 0.1 et 0.2 selon le me´lan-
geage des mate´riaux et le type de charge (noir de carbone ou silice par exemple).
Ensuite, sur si l’on revient a` la figure I.22, on peut observer les courbes d’e´volution des
modules dynamiques avec l’amplitude de de´formation pour diﬀe´rentes teneur en charges.
Ainsi, plus la teneur en charges est importante et plus la chute est importante et de´bute
pre´coce´ment en terme d’amplitude de de´formation. On retrouve ici les aspects de´veloppe´s au
paragraphe I.1.1 b). Plus le mate´riau est charge´ et plus sa rigidite´ est augmente´e. Cependant,
on constate que cet augmentation est surtout marque´e pour les faibles niveaux d’amplitude
de de´formation ; aux grandes amplitudes en revanche une diﬀe´rence moins importante est
observe´e.
Wang et Robertson (Wang and Robertson, 2005), dans leur e´tude de l’eﬀet Payne sur un
polybutadie`ne plus ou moins charge´ en noir de carbone ont de´montre´ la de´pendance line´aire
de l’eﬀet Payne avec la teneur en charges en montrant l’existance d’une courbe maˆıtresse
(courbe normalise´e) (voir figure I.26). Pour obtenir celle-ci, ils proposent de normaliser chaque
courbe d’e´volution du module e´lastique (respectivement du module de perte) par sa valeur
aux faibles niveaux de de´formation note´ ici G￿0 (respectivement par la valeur maximale du pic
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de module de perte note´ ici G￿￿max) ; comme il est fait pour passer de la figure I.25 a` I.26.
Fig. I.25 – Evolution de l’eﬀet Payne avec
la teneur en charges (Wang and Robertson,
2005) (avec γ l’amplitude de de´formation)
Fig. I.26 – Courbes normalise´s (G￿/G￿0) ob-
tenues a` partir de la figure I.25 (Wang and
Robertson, 2005)
Ainsi, connaissant les courbes d’e´volution comple`tes des modules e´lastique et de perte
d’un mate´riau de teneur en charges Φ1, il est alors possible de de´duire les courbes d’e´volution
du mate´riau avec une teneur en charges diﬀe´rente (Φ2) en connaissant seulement pour G￿ sa
valeur aux faibles amplitudes de de´formation et pour G￿￿ sa valeur maximale en utilisant les
relations de proportionnalite´ suivantes :
G￿Φ2(γ) =
G￿Φ20
G￿Φ10
·G￿Φ1(γ) et G￿￿Φ2(γ) =
G￿￿Φ2max
G￿￿Φ1max
·G￿￿Φ1(γ) (I.7)
Une de´pendance similaire des modules e´lastique et de perte avec l’amplitude des de´for-
mations est obtenue en e´tudiant diﬀe´rentes fre´quences comme le sugge`re la figure I.27.
Fig. I.27 – Evolution de l’eﬀet Payne avec la fre´quence (Wang and Robertson, 2005)
Ainsi, les modules sont d’autant plus e´leve´s que la fre´quence est grande ; on observe ici
l’eﬀet Payne et le caracte`re visqueux du mate´riau. Les courbes sont de´cale´es vers des valeurs
de module plus importantes plus la fre´quence augmente. Cependant, l’augmentation semble
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eˆtre plus importante aux faibles niveaux d’amplitude qu’aux grands.
De plus, de la meˆme manie`re que pre´ce´demment des courbes maˆıtresses peuvent eˆtre trace´es
(voir (Wang and Robertson, 2005)).
Cette notion de courbe maˆıtresse rappelle le principe d’e´quivalence temps-tempe´rature en
viscoe´lasticite´ line´aire de Williams, Landel et Ferry (me´thode WLF) ce qui a pousse´ Wang
et Robertson a` faire le paralle`le avec cette me´thode et a` introduire une tempe´rature eﬀective
Te f f e´gale a` σγ tempe´rature au dela` de laquelle le mate´riau ’bloque´’ passe d’un e´tat de solide
e´lastique a` celui de fluide visqueux.
Enfin, Payne (Payne, 1960) a de plus remarque´ que l’eﬀet Payne est globalement recou-
vrable lorsque l’on applique un faible niveau d’amplitude de de´formation apre`s avoir impose´
un grand niveau d’amplitude de de´formation. Ainsi, lorsque l’on augmente l’amplitude de
de´formation de la sollicitation vibratoire le module dynamique diminue puis lorsque l’on re-
diminue l’amplitude de de´formation le module dynamique re´augmente a` nouveau. La figure
I.28 illustre ce propos ; une e´prouvette plot vierge est, dans un premier temps, sollicite´e dyna-
miquement en compression avec des amplitudes de de´formation croissantes allant de 0.005 a`
5% (aller) puis par des amplitudes de de´formation de´croissantes allant de 5 a` 0.005% (retour).
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Fig. I.28 – Observation de l’eﬀet Payne sur
une unique e´prouvette en appliquant d’abord
des amplitudes croissantes puis des ampli-
tudes de´croissantes
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Fig. I.29 – Observation du caracte`re re´ver-
sible de l’eﬀet Payne sur deux e´prouvettes
diﬀe´rentes ayant e´te´ pre´charge´es jusqu’a` 50%
(de´couplage avec l’eﬀet Mullins)
On observe alors que lorsque l’on vient diminuer l’amplitude des de´formations, le module
e´lastique re´augmente d’autant plus que cette amplitude redevient faible. Cependant, on note
un de´calage entre la courbe “aller” et la courbe “retour”. Ce de´calage est en fait duˆ a` l’eﬀet
Mullins : on observe ici l’eﬀet Payne couple´ a` l’eﬀet Mullins. En eﬀet, sur la courbe de“retour”,
la de´formation maximale (εmax) vue par l’e´prouvette est de 5% alors que sur la courbe d’“aller”
la de´formation maximale vue par l’e´prouvette est plus faible ; e´gale a` l’amplitude applique´e
en chaque point (puisque l’e´prouvette est vierge au de´part).
Sur la figure I.29, le meˆme type de chargement est e´tudie´ sur des deux e´prouvettes de double-
cisaillement, l’une subissant trois amplitudes de de´formation croissantes de 5, 10 et 20% et
l’autre subissant ces trois meˆmes amplitudes mais de manie`re de´croissante. Cependant, ces
deux e´prouvettes ont e´te´ pre´alablement pre´charge´es jusqu’a` une de´formation de 50% pour
de´coupler l’eﬀet observe´ de l’eﬀet Mullins.
On observe alors que les modules e´lastiques calcule´s sont identiques que l’on applique les
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diﬀe´rents niveaux d’amplitudes de de´formation de manie`re croissante ou de´croissante. Dans
cette expe´rience, l’eﬀet Payne seul est appre´hende´ et on y observe le caracte`re re´versible de
celui-ci. Il ne s’agit donc pas d’une forme d’endommagement.
b) Origine microscopique
L’origine microscopique de l’eﬀet Payne fait encore de´bats et plusieurs the´ories s’opposent.
Dans un premier temps, comme l’e´voque Payne et certains chercheurs comme Kraus (Kraus,
1984) ce phe´nome`ne serait relie´ aux charges et notamment a` leur de´asagglome´ration et agglo-
me´ration sous sollicitation vibratoire. Dans un second temps, le phe´nome`ne est plutoˆt attribue´
a` l’interaction matrice-charges et au de´tachement de chaˆınes relie´es a` une charge sous l’eﬀet
de la sollicitation comme l’e´voque Maier et Goritz (Maier and Goritz, 1996). Enfin, Montes et
ses colle`gues (Montes et al., 2003), e´voquent la pre´sence d’une enveloppe vitreuse entourant
chaque charge a` l’inte´rieure de laquelle un gradient de transition vitreuse est observe´.
Dans un premier temps, comme nous l’avons souligne´ en de´but de sous-partie, on peut
de´ja` aﬃrmer que l’eﬀet est engendre´ par la pre´sence de charges car le phe´nome`ne n’apparaˆıt
pas pour une gomme pure.
Comme l’on fait Robertson et ses colle`gues (Robertson et al., 2007) sur un polybutadie`ne
charge´ de noir de carbone, il est inte´ressant de regarder l’influence de la taille des charges a`
teneur en charge fixe´e (ici 0.18 en fraction volumique) sur l’eﬀet Payne. La figure I.30 recense
les diﬀe´rentes tailles de charges utilise´es avec d le diame`tre d’une particule et D le diame`tre
des aggre´gats. La figure I.31 repre´sente les courbes de Payne correspondantes a` ces charges.
Fig. I.30 – Dimensions des charges de noir
de carbone utilise´es (Robertson et al., 2007) Fig. I.31 – Influence de la taille des charges
sur l’eﬀet Payne (Robertson and Roland,
2008) (avec γ l’amplitude de de´formation)
On constate que plus la taille de charge est faible plus la non-line´arite´ du module e´lastique
et de l’amortissement (tanδ) avec l’amplitude de de´formation est significative. De plus, on
observe une augmentation du module e´lastique lorsque la taille de charge diminue et ceci de
manie`re beaucoup plus marque´e aux faibles niveaux de de´formation. La figure I.32 permet
d’expliquer en partie cette constatation. Elle repre´sente le pourcentage de liaison matrice-
charge en fonction du pourcentage de matrice emprisonne´e par des charges (voir de´finition
au paragraphe I.1.1 c)).
On remarque alors que plus la taille de charge est petite, plus l’interface matrice-charges
est e´tendue et plus une proportion importante de matrice se trouve emprisonne´e par les
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Fig. I.32 – Proportion d’e´lastome`re lie´ aux
charges ou bloque´ par les charges en fonc-
tion de la dimension des charges (Robertson
et al., 2007)
Fig. I.33 – Evolution du module e´lastique
avec la de´formation pour diﬀe´rents temps de
me´langeage (Payne, 1966)
charges. En d’autres termes, pour une teneur en charge donne´e, c’est-a`-dire pour un volume
de charges fixe´, plus la charge est petite et plus les aggre´gats forme´s seront susceptibles d’avoir
une forme qui va venir emprisonner de la matrice. De ce fait, comme nous l’avions souligne´
pre´ce´demment, ces parties de matrice emprisonne´es vont avoir tendance a` rigidifier davan-
tage le mate´riau puisqu’elles ne verront pas la de´formation applique´e et re´agiront comme des
parties dures ; tout du moins tant que la sollicitation applique´e n’entraˆıne pas de modification
de l’agglome´rat ou de de´sagglome´ration.
Enfin, pour une taille de charge donne´e, on peut aussi s’inte´resser a` l’influence de la dis-
persion des charges au sein du mate´riau (Payne, 1966)(Montes et al., 2003).
Pour limiter la pre´sence d’aggre´gats de charges et donc mieux disperser les charges, il est pos-
sible d’augmenter le temps de me´langeage lors de la fabrication du mate´riau. Payne a e´tudie´
l’influence de ces temps de me´langeage sur les courbes d’e´volution du module e´lastique. La
figure I.33 repre´sente les diﬀe´rentes courbes d’e´volution du module e´lastique obtenues pour
plusieurs temps de me´langeage allant de 1.5min a` 16min.
On constate alors que plus le temps de me´langeage est long, c’est-a`-dire plus les charges sont
bien disperse´es, plus la chute du module e´lastique est diminue´e. Cela revient en fait a` re´duire
le renforcement du mate´riau en supprimant celui induit par la pre´sence d’agglome´rats.
Montes et ses colle`gues parviennent a` la meˆme constatation. Dans (Montes et al., 2010),
ils e´tudient deux e´lastome`res charge´s se diﬀe´renciant uniquement par l’arrangement des par-
ticules au sein de la matrice, c’est-a`-dire la dispersion de celles-ci. Sur la figure I.34 est
repre´sente´e l’e´volution du module e´lastique rapporte´ a` sa valeur aux faibles niveaux d’ampli-
tude de de´formation ( G
￿
G￿0
) avec l’amplitude de de´formation γ dans le cas d’e´lastome`res charge´s
en silice (deux concentrations sont e´tudie´es) tre`s bien disperse´s. La figure I.35, quant a` elle,
concerne les e´lastome`res charge´s e´quivalents mais contenant des aggre´grats de silice.
On observe alors que dans le cas d’e´lastome`res charge´s tre`s bien disperse´s, le module e´las-
tique est inde´pendant de l’amplitude de de´formation. En revanche, les e´lastome`res charge´s
contenant des aggre´gats de charges pre´sentent de l’eﬀet Payne.
Ces essais mettent clairement en e´vidence, le roˆle joue´ par l’arrangement des particules au
sein de la matrice avec la pre´sence de l’eﬀet Payne. Le mode`le propose´ par Montes et ses
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Fig. I.34 – Evolution du module e´lastique
norme´ par G￿0 pour des e´lastome`res charge´s
contenant des charges tre`s bien disperse´es
(Montes et al., 2010)
Fig. I.35 – Evolution du module e´lastique
norme´ par G￿0 pour des e´lastome`res charge´s
contenant des charges regroupe´es sous forme
d’agglome´rats (Montes et al., 2010)
colle`gues sera de´taille´ dans le Chapitre II section II.1.4.
Au regard de ces re´sultats, il semble que pour les faibles niveaux d’amplitude de de´for-
mation l’eﬀet Payne soit pilote´ par des eﬀets de structure lie´s aux charges (taille de charge et
re´partition de celles-ci) et pour les grands niveaux d’amplitude de de´formation qu’il soit plus
associe´ au re´seau macromole´culaire et donc a` la matrice. En eﬀet, en observant les courbes
d’e´volution des module e´lastiques avec l’amplitude de de´formation des figures I.22 et I.25,
on observe que pour les grands niveaux d’amplitude de de´formation ces courbes tendent a`
converger vers un comportement proche de celui d’un mate´riau non-charge´.
Ainsi, la non-line´arite´ du comportement dynamique associe´e a` l’eﬀet Payne est intrin-
se`quement lie´e au renforcement des e´lastome`res par des charges. La chute de rigidite´ du
mate´riau avec l’amplitude de de´formation e´tant supe´rieure a` un facteur 2 voire 3 ou 4 selon
les conditions, c’est pourquoi il est important d’eˆtre en mesure de prendre en compte l’eﬀet
Payne dans un mode`le de comportement mate´riau.
Les e´lastome`res charge´s pre´sentent donc un comportement complexe couplant de nom-
breux me´canismes de de´formation et notamment une forte de´pendance a` la de´formation
applique´e.
On notera que dans le cadre de cette e´tude, nous avons choisi de ne pas prendre en compte
l’eﬀet de la tempe´rature et nous nous sommes concentre´s sur la pre´diction du comportement
en compte de l’eﬀet Payne a` tempe´rature fixe´e, a` l’ambiante. Plusieurs auteurs ont mis en
avant la de´pendance de l’eﬀet Payne avec la tempe´rature comme Lion (Lion, 1998) ou Montes
et ses colle`gues (Montes et al., 2003) par exemple. Ils montrent que plus la tempe´rature aug-
mente et moins l’eﬀet Payne observe´ est important. Ceci est cohe´rent avec l’e´quivalence
temps-tempe´rature.
Ensuite, afin d’eˆtre en mesure de pre´voir par un mode`le de comportement la re´ponse du
mate´riau sous sollicitation vibratoire, il est ne´cessaire de bien de´finir un protocole expe´rimen-
tal et notamment dans le cadre de cette e´tude de mettre en avant l’eﬀet Payne.
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Le paragraphe suivant de´finit les caracte´ristiques des essais re´alise´s ainsi que la me´thode de
de´pouillement qui a e´te´ mise en place pour calculer les modules e´lastique et de perte associe´s
a` chaque essai.
I.2 Protocole expe´rimental
Un des objectifs de ce projet est de caracte´riser en cisaillement et en compression la
re´ponse en contrainte puis la rigidite´ et la dissipation du mate´riau sous sollicitations de type
vibratoires.
I.2.1 Choix d’une repre´sentation en de´formation nominale et contrainte
nominale
Nous avons fait le choix de piloter tous les essais dynamiques mene´s en de´formation no-
minale et non en de´formation vraie.
Ce choix a notamment e´te´ eﬀectue´ compte-tenu de l’impossibilite´ de piloter en vitesse de
de´formation vraie sur une des machines d’essais : la DMA (en tout cas pas avec les logiciels
dont nous disposons au Centre des Mate´riaux).
De plus, les modules e´lastiques et modules de perte, calcule´s pour caracte´riser la re´ponse
dynamique (voir paragraphe I.1.4), sont ge´ne´ralement implicitement associe´s au couple de´-
formation nominale / contrainte nominale. C’est le cas dans l’industrie mais aussi dans les
logiciels de calcul fournis sur les machines d’essais.
Il est inte´ressant de noter qu’une repre´sentation en de´formation vraie / contrainte vraie
aurait engendre´ l’obtention de modules e´lastiques et modules de perte “vrais”.
Ainsi, dans toute la suite du manuscrit une repre´sentation des re´ponses en de´formation
nominale et contrainte nominale sera utilise´e.
On remarquera toutefois que l’imple´mentation nume´rique, quant a` elle, est e´videmment ef-
fectue´e dans le cadre des grandes transformations.
I.2.2 De´finition du chargement retenu
Dans un premier temps, une sollicitation vibratoire est ge´ne´ralement de´finie par sa fre´-
quence ( f ) et son amplitude ; et comme nous travaillerons en de´formation impose´e il s’agit
donc d’une amplitude de de´formation (∆ε). Nous savons que la de´pendance du mate´riau par
rapport a` ces deux parame`tres est a` e´tudier de part respectivement le caracte`re visqueux et
la sensibilite´ a` l’eﬀet Payne manifeste´ par le mate´riau.
De plus, les pie`ces utilise´es dans ce type d’application sont la plupart du temps soumises a`
une de´formation constante (εmoy) supple´mentaire due notamment au maintien et a` la mise
en position. Le mate´riau e´tant sensible a` la de´formation, il est ne´cessaire d’observer la de´-
pendance de la re´ponse du mate´riau a` la de´formation statique impose´e (εmoy) et donc de
conside´rer aussi ce 3e`me parame`tre.
Enfin, comme nous l’avons vu au paragraphe I.1.3, compte-tenu de la sensibilite´ du mate´-
riau a` l’eﬀet Mullins, il est important de conside´rer un mate´riau stabilise´ mais aussi de bien
maˆıtriser l’histoire des de´formations vue par le mate´riau et donc notamment la de´formation
maximale (εmax) vue par celui-ci. Ainsi, nous e´tudierons la de´pendance du mate´riau avec ce
4e`me et dernier parame`tre.
C’est pourquoi, les chargements de cisaillement et de compression e´tudie´s seront de´finis par
4 parame`tres : f , ∆ε, εmoy et εmax. La figure I.36 sche´matise ce propos.
26
CHAPITRE I. CARACTE´RISATION EXPE´RIMENTALE
DU SILICONE CHARGE´ SILICE
Fig. I.36 – Caracte´ristiques des chargements applique´s
Ainsi, avant chaque essai dynamique a` proprement dit, chaque e´prouvette sera pre´charge´e
par un essai cyclique compose´ de n cycles et borne´e par respectivement ±εmax pour les essais
de cisaillement et 0,−εmax pour les essais de compression. En eﬀet, en pratique, la mise en
traction de ces pie`ces industrielles n’est pas souhaite´e car c’est un cas de chargement tre`s
de´favorable par rapport a` la dure´e de vie du mate´riau ; ainsi, la plupart du temps, une pre´de´-
formation statique de compression est applique´e pour e´viter cela. C’est pourquoi dans le cas
de la compression nous n’avons pas pre´cycle´ en traction. De plus, les sollicitations dynamiques
seront maintenues pendant m pe´riodes. Les valeurs de ces nombres de cycles n et m seront
pre´cise´es par la suite. Dans tous les cas, le but est de s’assurer que le mate´riau soit stable et
qu’il ait eu le temps de s’accommoder au chargement applique´.
Les pre´chargements sont eﬀectue´s a` une vitesse de de´formation de 0.2s-1. On notera que nous
avons veille´ a` eﬀectuer les essais dynamiques suivant le pre´chargement dans des de´lais courts
restants infe´rieurs a` l’heure.
En accord avec le cahier des charges, nous nous sommes focalise´s sur un domaine d’e´tude
s’e´tendant en fre´quence de 5 a` 400Hz, en amplitude de de´formation de 0.1 a` 20%, en de´for-
mation statique de 0 a` 100% et en de´formation maximale jusqu’a` 150%.
Avantage du chargement retenu
Le pre´chargement des e´prouvettes a l’avantage de stabiliser le comportement du mate´riau
et de de´coupler l’eﬀet Mullins de la re´ponse dynamique observe´e. Sur les figures I.37 et I.38 les
boucles stabilise´es (mie`me cycle du chargement dynamique) correspondant a` une sollicitation
vibratoire en traction (essais tests en traction pure sur lanie`res) de fre´quence 5Hz, de de´-
formation statique 50% et d’amplitudes de de´formation de 5, 10 et 20% respectivement sans
pre´chargement au pre´alable (εmax = 0) et avec pre´chargement jusqu’a` 100% sont pre´sente´es.
Une diﬀe´rence majeure est observe´e tout d’abord en terme de forme : les boucles d’hyste´-
re´sis sans pre´chargement sont tre`s non-line´aires et de forme incurve´e alors qu’avec pre´charge-
ment celles-ci sont quasiment de forme elliptique. Ainsi, en de´couplant l’eﬀet Mullins de l’essai
vibratoire, les boucles dynamiques obtenues ont une forme beaucoup plus simple et courante
qui s’apparente a` un comportement viscoplastique contrairement au cas sans pre´chargement.
De plus, on constate que sans pre´chargement, la contrainte moyenne des boucles dynamiques
de´pend de l’amplitude de de´formation applique´e. Plus l’amplitude de de´formation est grande
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Fig. I.37 – Boucles dynamiques obtenues
sans pre´chargement
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= (0%, 50%, - , 5Hz)
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Fig. I.38 – Boucles dynamiques obtenues
avec pre´chargement
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= (100%, 50%, - , 5Hz)
plus la contrainte moyenne chute. En revanche, dans le cas ou` les e´prouvettes sont pre´charge´es,
on observe des hyste´re´sis imbrique´es avec une contrainte moyenne quasiment inde´pendante
du niveau d’amplitude de de´formation applique´e. En fait, ce n’est autre que l’eﬀet Mullins
qui est a` l’origine de cette diﬀe´rence. En eﬀet sur la figure I.37, les valeurs de de´formations
maximales vue par l’e´prouvette sont distinctes, pour la courbe noire εmax = 55%, la bleue
εmax = 60% et la rouge εmax = 70%. Et comme il avait de´ja` e´te´ remarque´ au paragraphe I.1.3,
plus εmax est grand et plus la contrainte au sein du mate´riau s’adoucit.
Ainsi, la de´finition des essais choisie a le double avantage de rendre le comportement in-
de´pendant de la de´formation statique (associe´ a` εmax) et de rendre les boucles dynamiques
quasi-elliptiques. L’utilisation des modules e´lastique et de perte, pour caracte´riser le compor-
tement dynamique du mate´riau, issus de la the´orie de viscosite´ line´aire est alors suﬃsante.
Le chargement retenu permet donc de de´coupler le comportement de l’eﬀet Mullins et
notamment l’eﬀet Payne de l’eﬀet Mullins. Cependant, il faut bien garder en teˆte que le com-
portement est de´pendant de la de´formation maximale et qu’au dela` de εmax le comportement
redeviendra non-stabilise´. La caracte´risation de l’eﬀet Mullins se fera par la prise en compte
du parame`tre εmax. Ce large spectre a` la fois en fre´quence et en amplitude nous a conduit a`
utiliser paralle`lement deux machines d’essais.
I.2.3 Machines d’essais
L’ensemble des essais a e´te´ re´alise´ au Centre des mate´riaux et pour l’instant, le centre
ne dispose pas de machine d’essais capable d’appliquer de grands niveaux d’amplitude de
de´placement (supe´rieur a` 1 mm) a` une fre´quence e´leve´e (supe´rieure a` 50Hz). C’est pourquoi,
compte-tenu du large spectre a` la fois en fre´quence et en amplitude que nous souhaitions
e´tudier, nous avons utilise´ de manie`re comple´mentaire deux machines d’essais du Centre des
Mate´riaux :
– la premie`re, une Electropuls, permet d’appliquer de grands niveaux d’amplitude de
de´placement pour des fre´quences faibles a` mode´re´es,
– la seconde, un viscoanalyseur, permet de re´aliser des essais a` fre´quences e´leve´es mais
avec de faibles niveaux de de´placement.
Ce paragraphe a pour but de synthe´tiser les caracte´ristiques de ces deux machines d’essais.
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a) Electropuls
L’e´lectropuls E1000 d’INSTRON (voir figure I.39) est commande´e e´lectrodynamiquement
et permet de mettre en oeuvre des essais aussi bien statiques que dynamiques sur une grande
longueur utile en de´placement.
Fig. I.39 – Electropuls
Customer: INSTRON CORPORATION
Reference: E1000 STANDARD PERFORMANCE
Frequency (Hz) Date: 19/09/2006
1 2 3 4 5 Key:
1 30 30 30
2 30 30 30
5 30 30 30
9 30 10.50597382 21.40240162
10 24.84902029 8.468346534 17.29445305
20 6.212255072 1.957080169 4.163606799
25 3.975843246 1.178585355 2.590762398
30 2.761002254 0.757866788 1.73854529
40 1.553063768 0.345063416 0.896695073
50 0.993960812 0.160508333 0.513552594
60 0.690250564 0.066002798 0.311172423
70 0.507122863 0.013878859 0.194003482
80 0.388265942 0.121950918
90 0.306778028 0.075773735
100 0.248490203 0.045311288

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Ÿ
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Fig. I.40 – Abaque fre´quence-de´placement de l’e´lectropuls
Ses caracte´ristiques principales de fonctionnement sont les suivantes :
- Amplitude (creˆte-creˆte) maximale de de´placement : ∆L= 60mm
- Domaine de fre´quence : ∆ f = 0.01−100Hz
- Charge maximale statique : ∆F =+/−1000N
- Charge maximale dynamique : ∆F =+/−710N
Toutefois, le domaine fre´quence-de´placement re´el est de´limite´ par l’abaque de la figure
I.40 ; par exemple, a` 30 Hz on ne peut pas imposer une amplitude de de´placement supe´rieure
a` 1 mm.
La cellule de charge utilise´e est une Dynacell spe´cifique aux essais dynamiques de 2000N.
La machine dispose de deux capteurs de de´placement : un LVDT et un codeur optique ; ce
dernier permettant d’avoir une plus grande pre´cision de mesure.
Compte-tenu des caracte´ristiques de fonctionnement de la machine, la taille des e´prou-
vettes doit eˆtre adapte´e pour permettre la de´formation souhaite´e (par rapport a` l’amplitude
de de´placement disponible) tout en restant a` une charge infe´rieure a` la charge maximale de
la machine.
Pour garantir un suivi correct et rapide de la consigne dynamique souhaite´e, la machine
dispose d’une fonction de mesure de la rigidite´ de l’ensemble du montage qui, mesure´e avant
chaque essai sur un nouveau mate´riau ou sur une nouvelle ge´ome´trie, permet d’ajuster auto-
matiquement certains parame`tres d’asservissement.
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b) Viscoanalyseur / Dynamic Mechanical Thermal Analysis (DMTA)
Le Viscoanalyseur utilise´ est un VA 4000 de chez 01dB-METRAVIB (voir figure I.42), il
permet d’obtenir les caracte´ristiques dynamiques des mate´riaux en petites de´formations : c’est
un banc de mesure de raideur complexe. Le de´placement est re´alise´ par un pot vibrant (ex-
citateur e´lectrodynamique) : une bobine est mise en mouvement dans un champ magne´tique
par l’envoi d’un courant continu ou alternatif a` ses bornes. Un film d’air tre`s fin (quelques
µm) pre´sent entre la bobine et l’axe lui confe`re une grande raideur permettant d’obtenir un
de´placement line´aire. Ses caracte´ristiques principales de fonctionnement sont les suivantes :
- Domaine de fre´quence : ∆ f = 10-5−1000Hz
- Amplitude (creˆte-creˆte) maximale de de´placement : ∆L= 6mm
- Charge maximale statique : ∆F =+/−150N
- Charge maximale dynamique : ∆F =+/−70N
- Tempe´rature : ∆T =−150◦C −+450◦C
De meˆme, pour connaˆıtre le domaine re´el fre´quence-de´placement d’utilisation, il faut se
re´fe´rer a` l’abaque de la figure I.41.
Fig. I.41 – Abaque fre´quence-de´placement re´alisable
Fig. I.42 – Viscoanalyseur VA
4000
Le de´placement impose´ est mesure´ par un capteur capacitif puis par un acce´le´rome`tre
piezoe´lectrique en haute fre´quence. La force dynamique transmise est mesure´e par un capteur
piezoelectrique en ce´ramique.
Etant un banc de mesure de raideur complexe, le viscoanalyseur donne directement acce`s
aux valeurs de modules e´lastique et de perte. Cependant, nous avons tenu a` re´cupe´rer les
signaux de force et de´placement afin de re´aliser notre propre post-traitement des donne´es
et ve´rifier les valeurs machines (C’est pourquoi par la suite deux re´sultats d’essai seront
diﬀe´rencie´s pour la DMTA : les donne´es machines et les donne´es calcule´es). En eﬀet, cet
instrument est diﬀe´rent d’une machine d’essais, il oﬀre moins de souplesse notamment car il
n’est pas pre´vu pour observer et re´cupe´rer les signaux de re´ponse en force et de´placement de
l’e´prouvette. De plus, il est diﬃcile de maˆıtriser l’histoire du chargement vue par l’e´prouvette.
De nouveaux logiciels sont toutefois en de´veloppement. Cependant, actuellement, nous ne
disposons pas d’autres technologies permettant d’aller en haute fre´quence que celle du pot
vibrant.
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I.2.4 De´finitions des essais
Tous les essais dynamiques re´alise´s sont pilote´s en de´placement (consigne) par les ma-
chines ; le temps t, le de´placement d (applique´) et la force f sont enregistre´s.
a) De´finition des e´prouvettes
Dans le cadre du projet, le mate´riau a e´te´ caracte´rise´ dynamiquement en cisaillement et
en compression. Les e´prouvettes utilise´es pour ces essais sont sche´matise´es sur les figures I.43
et I.44. On notera que pour des raisons de confidentialite´, les dimensions de ces e´prouvettes
ne sont volontairement pas explicite´es.
Fig. I.43 – Sche´ma de l’e´prouvette de
double-cisaillement
Fig. I.44 – Sche´ma de l’e´prouvette de com-
pression
Par de´finition, les de´formations et contraintes nominales correspondantes sont calcule´es
de la manie`re suivante :
ε= d
l0
, et σ= f
2.a.b
(I.8)
pour le cisaillement et
ε= d
l0
, et σ= f
π.Φ24
(I.9)
pour la compression.
b) Matrice d’essais
La figure I.1 synthe´tise la matrice d’essais couvrant le domaine d’e´tude en fre´quence et
en de´formation qui a e´te´ e´tablie.
Ainsi, 6 niveaux de fre´quences ont e´te´ retenus, les plus faibles sont couvert par l’Electro-
puls, les plus hautes par le viscoanalyseur. Une fre´quence commune de 15Hz a e´te´ choisie afin
de ve´rifier la cohe´rence des re´sultats entre machines.
Jusqu’a` 6 niveaux d’amplitude de de´formation sont eﬀectue´s par fre´quence a` 15Hz notam-
ment. Pour les plus hautes fre´quences : 200 et 400Hz seules respectivement les deux plus
faibles et la plus faible amplitude de de´formation ont pu eˆtre atteintes (annotation (∗)). Les
amplitudes de de´formation de 5 puis 1% ont respectivement e´te´ retenues en tant qu’essai
commun entre les deux machines pour les e´prouvettes de cisaillement puis de compression.
I.2. PROTOCOLE EXPE´RIMENTAL 31
Machine d’essai Type d’e´prouvette f (Hz) ∆ε(%) εmax(%) εmoy(%)
80
120 50
0
50
Double-cisaillement 5,10,20 75 25
0
30
50 15(∗∗)
Electropuls 5,15,40 0
−10
−15 −5
Compression 1,2 −2.5(∗∗)
−5
−7.5 −2.5(∗∗)
−1.25(∗∗)
120 0
75 25
Double-cisaillement 0.5,1,5 0
50 15
DMA 15,100,200(∗),400(∗) 0
−15 −2.5
Compression 0.1,0,5,1 −7.5 −2.5
−1.25(∗∗)
Tab. I.1 – Matrice d’essais re´alise´e (la couleur bleue e´voque les valeurs communes entre les
deux machines et les aste´risques des cas particuliers de´taille´s dans le texte)
Ensuite, 3 puis 2 niveaux de de´formation maximales respectivement pour les essais de double-
cisaillement et les essais de compression ont e´te´ choisis afin de caracte´riser l’eﬀet Mullins. On
notera que tous les pre´chargements ont e´te´ eﬀectue´s sur l’electropuls, la charge utile dispo-
nible sur le viscoanalyseur e´tant trop faible.
Plusieurs niveaux de de´formation statique ont e´te´ retenus cependant la charge utile disponible
sur le viscoanalyseur e´tant trop faible, ce parame`tre a globalement e´te´ e´tudie´ par l’interme´-
diaire de l’Electropuls.
On remarquera que pour chaque jeu de parame`tres, quelques crite`res en de´formation sont
respecte´s. Premie`rement, on a toujours (εmoy+∆ε) ≤ εmax et deuxie`ment ∆ε < εmoy ; d’ou` les
cas particulier (∗∗) ou` les amplitudes de de´formation maximales n’ont pas e´te´ retenues ; par
exemple pour le cas εmax = 50%, εmoy = 15%, seules les amplitudes de 5 et 10% ont e´te´ re´ali-
se´es.
Enfin, dans le cas particulier des essais de compression, afin d’eˆtre en mesure d’eﬀectuer un
pre´chargement de l’e´prouvette sur l’electropuls puis d’eﬀectuer l’essai dynamique sur le vis-
coanalyseur, nous avons colle´ l’e´prouvette plot a` deux teˆtes me´talliques qui nous permettent
de fixer celle-ci aux machines d’essai et surtout nous permettent de transporter l’e´prouvette
sans avoir a` la de´coller des mors.
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c) De´termination des nombres de cycles n et m
Comme nous l’avons de´ja` e´voque´ au paragraphe I.1.3 a) et comme le sugge`re la figure I.45,
les silicones charge´s de silice soumis a` un essai cyclique pre´sentent un adoucissement cyclique
(la contrainte au sein du mate´riau diminue au fur et a` mesure des cycles) puis convergent
vers un e´tat stabilise´. L’observation de la chute de la contrainte maximale pour chaque cycle
en fonction du nume´ro de cycle (voir figure I.46) permet de de´terminer le nombre minimum
de cycles n ne´cessaire a` cette stabilisation.
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Fig. I.45 – Cyclage ±50% de double-
cisaillement
Fig. I.46 – Chute de la contrainte maximale
(adoucissement cyclique)
On observe bien la convergence de la contrainte maximale de chaque cycle vers une
contrainte maximale d’e´quilibre. Pour de´terminer le nombre minimum de cycles ne´cessaires
au pre´chargement, nous avons de´cide´ de retenir le premier cycle tel que la diﬀe´rence de
contrainte maximale entre deux cycles successifs soit infe´rieure a` 0.5% ; dans le cas de la
figure I.46 par exemple, il s’agit du 18e`me cycle. Le tableau I.2 recense le nombre minimum
de cycles ne´cessaires a` la stabilisation des mate´riaux pour chaque valeur de de´formation
maximale, sollicitation et mate´riau.
Type d’e´prouvette εmax(%) n (Mat HDF) n (Mat LDF)
150 - 18
120 27 -
Double-cisaillement 75 23 16
50 18 10
−15 21 16
Compression −7.5 13 12
Tab. I.2 – Nombre de cycles n du prechargement
On constate que plus la de´formation maximale applique´e est grande plus le nombre de
cycles ne´cessaires a` la stabilisation est grand. De plus, le nombre de cycles ne´cessaires a` la
stabilisation semble de´pendre de la densite´ en charges du mate´riau : plus le mate´riau est
charge´ plus le temps de stabilisation est important.
Le pre´chargement applique´ permet de stabiliser le mate´riau et donc de diminuer l’adoucis-
sement de contrainte lors de l’application de l’essai dynamique a` proprement dit ; toutefois il
est ne´cessaire d’appliquer un nombre de cycles m minimum dans un premier temps pour que
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la machine atteigne exactement le niveau d’amplitude demande´e (les parame`tres machines
sont re´gle´s de manie`re a` diminuer le plus possible ce temps d’application) et dans un second
temps pour s’assurer que le mate´riau se soit accommode´ a` la sollicitation. Sur les figures I.47
et I.48, on peut observer les temps d’application machine ne´cessaire pour chaque fre´quence
respectivement sur la consigne en de´formation et la re´ponse en contrainte pour des sollicita-
tions vibratoires en cisaillement, apre`s pre´chargement jusqu’a` 75%, de de´formation statique
de 25%, d’amplitude de de´formation de 10% et des fre´quences successivement applique´es de
5, 15 et 40 Hz.
Temps (s)
De´
fo
rm
ati
on
de
cis
ail
lem
en
t(
-)
315310305300295290285
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
Fig. I.47 – Consigne en de´formation appli-
que´e pour 3 sollicitations vibratoires de fre´-
quence 5, 15 puis 40 hz
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Fig. I.48 – Re´ponse en contrainte associe´e
a` la consigne en de´formation pre´cise´e sur la
figure I.47
On observe sur ces figures des temps d’application de la consigne en de´formation de plus
en plus longs lorsque la fre´quence augmente.
Ainsi, compte-tenu de ces observations, et pour assurer un nombre suﬃsant de cycles stabilise´s
pour le de´pouillement des essais (voir paragraphe suivant), nous avons retenu m= 100 cycles
dynamiques pour les fre´quences 5 et 15Hz et m= 200 cycles dynamiques pour 40Hz, le temps
d’application machine de la consigne e´tant beaucoup plus pe´nalisant pour 40Hz. Il est a` noter
que dans le cas des essais DMTA, le logiciel dont nous disposons pour l’instant ne nous permet
pas de controˆler ce parame`tre m ; ainsi, pour les fre´quences 100, 200 et 400Hz, m n’est pas
controˆle´.
I.2.5 Me´thode de de´pouillement des donne´es d’essais
Il s’agit d’extraire les cycles stabilise´s correspondants a` chaque jeu de parame`tres d’essai
(εmax, εmoy, ∆ε, f ) puis de calculer les modules e´lastique (E ￿) et de perte (E ￿￿) associe´s.
Comme pre´sente´ dans le paragraphe I.1.4, par de´finition, pour une de´formation sinuso¨ıdale
impose´e de la forme :
εconsigne(t) = εmoy+∆ε · sin(2 ·π · f · t) (I.10)
la re´ponse en contrainte associe´e pour un mate´riau viscoe´lastique line´aire est de type :
σconsigne(t) = σmoy+∆σ · sin(2π · f · t+δ) (I.11)
= σmoy+∆ε · (E ￿ · sin(2 ·π · f · t)+E ￿￿ · cos(2 ·π · f · t)) (I.12)
Avec δ, l’angle de de´phasage entre la re´ponse en contrainte et la de´formation impose´e.
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Cependant, le mate´riau e´tudie´ e´tant non-line´aire, la re´ponse en contrainte n’est pas parfai-
tement sinuso¨ıdale de fre´quence f mais est compose´e d’une somme de fre´quences (fre´quences
harmoniques) ; la contrainte s’e´crit alors de la manie`re suivante :
σexp(t) = σmoy+∆ε.
∞
∑
k=1
[ak.cos(2.k.π. f .t)+bk.sin(2.k.π. f .t)] (I.13)
De plus, pour des raisons expe´rimentales, le chargement re´ellement vu par l’e´prouvette (εexp)
n’est jamais totalement parfait (fre´quences parasites) et s’e´crit aussi sous la forme :
εexp(t) = εmoy+∆ε.
∞
∑
k=1
[ck.cos(2.k.π. f .t)+dk.sin(2.k.π. f .t)] (I.14)
Ainsi, pour extraire les modules E ￿ et E ￿￿ a` partir de ces donne´es expe´rimentales, nous
avons de´compose´ successivement εexp(t) et σexp(t) en se´rie de fourier et extrait les ampli-
tudes associe´es au fondamental (ie k = 1 correspondant a` la fre´quence souhaite´e que l’on
notera f0) ; cette technique a notamment e´te´ utilise´e par Lion (Lion, 1999) dans son e´tude
du comportement dynamique d’e´lastome`res charge´s. En eﬀet, on a :
b1 = E ￿(εmoy,∆ε,ω) et a1 = E ￿￿(εmoy,∆ε,ω) avec ω= 2π f . (I.15)
a) Echantillonnage - Traitement des signaux de de´formation et contrainte par
transforme´e de Fourier Discre`te :
Les donne´es expe´rimentales (temps, de´placement, force ...) traite´es sont ne´cessairement
re´cupe´re´es sous forme discre`te c’est-a`-dire e´chantillonne´es. L’e´chantillonnage consiste a` trans-
former un signal analogique (continu) en signal nume´rique (discret), en capturant des valeurs
a` intervalle de temps re´gulier. Afin de restituer correctement ces donne´es, il est clair qu’il
faut choisir une fre´quence d’e´chantillonnage (acquisition des donne´es) suﬃsamment grande.
D’apre`s le the´ore`me de Shannon, toutes les fre´quences du signal infe´rieures a` la moitie´ de la
fre´quence d’e´chantillonnage sont correctement restitue´es. En d’autres termes, il faut au moins
trois points pour de´finir un signal d’une pe´riode donne´e.
Par la suite, la fre´quence d’e´chantillonnage (fre´quence d’acquisition des donne´es) sera note´e
facq et le pas de temps correspondant ∆tacq.
Pour une fre´quence d’acquisition choisie facq et une fre´quence fondamentale du chargement
impose´ f0 est de´fini le nombre d’e´chantillons Ne =
facq
f0 =
1
f0.∆tacq par pe´riode de´finissant le
signal ; en d’autres termes, une pe´riode de signal est caracte´rise´e par Ne points de mesure
espace´s par un pas de temps ∆tacq.
Dans notre cas, il est ne´cessaire de bien de´finir les contours d’une boucle d’hyste´re´sis et no-
tamment ses extre´mite´s ; on note sur la figure I.49 qu’un minimum de 20 points par pe´riode
semble eˆtre correct pour de´finir un cycle d’hyste´re´sis. Ainsi, tous les essais re´alise´s ont e´te´
mis en place avec un nombre d’e´chantillons par pe´riode supe´rieur a` 20 ; excepte´ dans le cas le
plus critique de la fre´quence fondamentale de 400Hz (car la taille du fichier de donne´e devient
trop importante et l’on atteint la limite de la carte d’acquisition) ou` Ne sera e´gale a` 20 c’est
a` dire une fre´quence d’acquisition de 8000Hz.
Ensuite, la transforme´e de Fourier permet d’associer a` une fonction inte´grable son spectre
en fre´quence. Et dans le cadre du traitement de signaux nume´riques (c’est-a`-dire e´chantillon-
ne´s), on utilise la transforme´e de Fourier discre`te qui est l’e´quivalent discret de la transforme´e
de Fourier. Sa de´finition mathe´matique pour un signal s de N e´chantillons est la suivante :
S(k) =
N
∑
n=1
s(n).exp(− j2.π.(k−1).(n−1)
N
) , avec k ∈ [1,N] (I.16)
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Fig. I.49 – Echantillonnage minimal d’un cycle d’hyste´re´sis avec Ne = 20 et ∆tacq = 1.25ms
pour une sollicitation vibratoire en cisaillement du type (εmax, εmoy, ∆ε, f )= (75%, 50%, 10%
, 15Hz)
La transforme´e inverse, qui permet de reconstituer un signal graˆce a` son spectre en fre´quence
s’exprime de la manie`re suivante :
sinv(n) =
N
∑
k=1
S(k).exp(− j2.π.(k−1).(n−1)
N
) , avec n ∈ [1,N] (I.17)
Le principe de la transforme´e de Fourier discre`te est de construire, a` partir d’une feneˆtre
de signal donne´e (de´finie sur un temps t f eneˆtre et comportant au total Nfeneˆtre e´chantillons ca-
racte´risant ce signal), le signal “infini” compose´ par la re´pe´tition pe´riodique de cette feneˆtre
pour ensuite en calculer son spectre en fre´quence.
Le spectre en fre´quence calcule´ par cette me´thode est discre´tise´. L’intervalle des fre´quences
du spectre d’e´chantillonage est de´coupe´ avec un pas en fre´quence fe. Ce pas en fre´quence
de´finit les fre´quences pour lesquelles la transforme´e de Fourier est calcule´e. Il vaut :
fe =
facq
Nf eneˆtre
(I.18)
Ainsi, dans le cas d’un signal pe´riodique si l’on choisit une taille de feneˆtre d’une pe´riode
t f eneˆtre = 1f0 , Nfeneˆtre sera e´gal a` Ne et fe sera e´gale a` f0 c’est-a`-dire que le calcul sera eﬀectue´
tous les k. f0 (avec k entier). La pre´cision en fre´quence ne sera alors pas bonne. En revanche,
si l’on choisit une taille de feneˆtre de m pe´riodes t f eneˆtre = mf0 , Nfeneˆtre sera e´gal a` m.Ne et fe
sera e´gale a` f0m : les points de calcul en fre´quence seront plus resserre´s.
Dans un soucis de pre´cision en fre´quence suﬃsante, la fre´quence d’e´chantillonnage du spectre
sera prise telle que Te = 1fe =
Tacq
Nf eneˆtre < 0,05.T0 c’est-a`-dire avec m > 20 : une taille de feneˆtre
d’au moins 20 pe´riodes.
Les signaux de de´formation et contrainte sont donc extraits sur un temps t = (m. 1f0 )− 1facq
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et de´compose´s en se´rie de Fourier de la manie`re suivante :
Yεexp(k) =
Nfeneˆtre
∑
n=1
εexp(n).exp
￿
− j2.π.(k−1). (n−1)
Nfeneˆtre
￿
, avec k ∈ [1,Nfeneˆtre] (I.19)
Yσexp(k) =
Nfeneˆtre
∑
n=1
σexp(n).exp
￿
− j2.π.(k−1). (n−1)
Nfeneˆtre
￿
, avec k ∈ [1,Nfeneˆtre] (I.20)
avec Nfeneˆtre = m.Ne.
La fre´quence d’e´chantillonnage s’e´crit alors de la manie`re suivante :
fk =
k. facq
Nf eneˆtre
, avec k ∈ [0,Nfeneˆtre−1] (I.21)
Et il s’agit ensuite d’extraire les amplitudes complexes Yεexp(k0) et Yσexp(k0) correspondant au
fondamental f0 (indice note´ k0) puis
E ￿ = Re
￿
Yσexp(k0)
Yεexp(k0)
￿
, et E ￿￿ = Im
￿
Yσexp(k0)
Yεexp(k0)
￿
(I.22)
b) Domaine de validite´ de l’approximation line´aire sur le mate´riau d’e´tude
Comme il avait e´te´ souligne´ dans le paragraphe I.1.4, les modules e´lastique et de perte
sont intrinse`quement associe´s a` une the´orie de viscoe´lasticite´ line´aire et de´finissent une boucle
d’hyste´re´sis de forme elliptique. Cependant, ces coeﬃcients sont couramment utilise´s dans la
litte´rature (Payne, 1960), (Lion, 1998), (Dutta and Tripathy, 1992) mais aussi dans le cadre
industriel pour caracte´riser la rigidite´ et la dissipation de mate´riaux sous sollicitations vibra-
toires.
Ce paragraphe a pour but de montrer la validite´ de cette approximation line´aire dans le cas
e´tudie´ mais aussi de pre´senter ses limites.
En choisissant d’approcher par une ellipse le cycle dynamique stabilise´ obtenu apre`s pre´-
chargement du mate´riau a` plus grande de´formation, nous supposons que le chargement vue
par l’e´prouvette (εexp(t)) peut eˆtre estime´ par un signal the´orique (εapproche´) donne´ par la
transforme´e de Fourier inverse de Yεapproche´ e´gal a` Yεexp tronque´ a` sa composante constante
(k=0) et sa composante fondamentale :
Yεapproche´(k) =
￿
Yεexp(k) pour k = 0 et k = k0
0 sinon (I.23)
De meˆme pour sa re´ponse en contrainte (σexp(t))
Apre`s avoir applique´ la transforme´e de Fourier inverse pour reconstruire les signaux filtre´s
(εapproche´(t) et σapproche´(t)), en utilisant la formule de la transforme´e inverse rappele´e dans
l’e´quation I.24 (expression a` adapter pour σapproche´(t)), nous pouvons les comparer aux signaux
expe´rimentaux de de´part comme le montrent les figures I.50, I.51 et I.52 pour diﬀe´rents jeux
de parame`tres.
εapproche´
￿
(n−1) 1
facq
￿
=
1
Nfeneˆtre
Nf eneˆtre
∑
k=1
Yεapproche´(k)exp
￿
− j2.π.(k−1). (n−1)
Nfeneˆtre
￿
(I.24)
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Fig. I.50 – Comparaison entre la boucle
expe´rimentale et celle approxime´e pour le jeu
de parame`tres (εmax, εmoy, ∆ε, f0)=(75 %, 0
%, 10 %, 15 Hz)
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Fig. I.51 – Comparaison entre la boucle
expe´rimentale et celle approxime´e pour le jeu
de parame`tres (εmax, εmoy, ∆ε, f0)=(75 %, 25
%, 20 %, 15 Hz)
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Fig. I.52 – Comparaison entre la boucle expe´rimentale et celle approxime´e (εmax, εmoy, ∆ε,
f0)=(75 %, 50 %, 20 %, 15 Hz)
On observe que, due a` la non-line´arite´ du mate´riau, les boucles d’hyste´re´sis ne sont pas
totalement elliptiques.
Nous avons calcule´ l’erreur relative sur l’amplitude de de´formation et l’amplitude de
contrainte pour valider la justesse de l’approximation. Pour cela, et pour des raisons de
repre´sentativite´ de l’erreur, nous avons choisi d’utiliser pour la de´formation, une norme infinie
rapporte´e a` l’amplitude de de´formation (∆ε) comme l’illustre l’expression ci-dessous (de meˆme
pour les contraintes).
εerreur =
max(abs(εexp− εapproche´)).Nfeneˆtre
|Yεapproche´(k0)|
(I.25)
σerreur =
max(abs(σexp−σapproche´)).Nfeneˆtre
|Yσapproche´(k0)|
(I.26)
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Ainsi, dans les cas des figures I.50 et I.51, les courbes sont assez proches et les erreurs
sur la de´formation et la contrainte valent respectivement 4.4 % et 8.1 % dans le cas de la
figure I.50 et 7.1 % et 14 % dans le cas de la figure I.51. Pour la figure I.52 en revanche,
les erreurs sur la de´formation et la contrainte valent dans ce cas respectivement 13 % et 25
% et l’approximation devient plus grossie`re. Les figures I.54 et I.53 synthe´tisent les erreurs
relatives en contrainte et de´formation sur toute la matrice d’essais.
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Fig. I.53 – Erreur sur la de´formation
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Fig. I.54 – Erreur sur la contrainte
On constate alors que pour la plupart des essais, l’erreur relative sur la de´formation est
infe´rieure a` 10% et pour la contrainte a` 15%. Les essais qui pre´sentent le maximum d’erreur
correspondent principalement au fort niveau de de´formation statique (εmoy) : 30, 50 et 80%.
Ainsi, au regard des re´sultats sur les calculs d’erreur et de ce que l’on peut observer sur
les graphiques comparant la boucle expe´rimentale et la boucle approxime´e, il semble fonde´
d’aﬃrmer que l’approximation de la boucle d’hyste´re´sis a` une ellipse est correcte lorsque les
erreurs relatives infinies sur l’amplitude de de´formation et l’amplitude de contrainte sont res-
pectivement environ infe´rieures a` 12 et 15 % ; ce qui correspond environ a` εmoy+∆ε< 2.εmax3 .
Nous avons pu constater, et il en sera discute´ plus longuement dans le paragraphe 3 sui-
vant, que la validite´ de la me´thode est en partie due a` la de´finition du chargement retenu
et notamment le pre´chargement. Sans pre´chargement, les boucles d’hyste´re´sis ont des formes
tre`s incurve´es, comme celle de la figure I.52. L’eﬀet Mullins contribue donc a` cette forme non-
line´aire. Et dans notre cas, lorsque les de´formations se rapprochent de εmax, le de´couplage de
l’eﬀet Mullins n’est plus parfait, on se trouve dans la zone de fort gradient (cf paragraphe
1-2-3) et la forme des boucles redevient fortement non-line´aire.
Il est inte´ressant de remarquer que, dans le cas des essais ou` les boucles dynamiques
sont les plus non-line´aires, si on inte´gre le 1er et le 2e`me harmoniques a` la reconstruction
du signal approxime´ par tranforme´e de Fourier, on parvient a` capter la quasi totalite´ de
la non-line´arite´. Les figures I.55 et I.56 repre´sentent dans le cas identique a` la figure I.52
l’approximation de la courbe expe´rimentale obtenue avec respectivement 1 harmonique et 2
harmoniques supple´mentaires
Ainsi, on peut en de´duire que si l’on souhaitait inte´grer a` notre mode´lisation le caracte`re
non-line´aire des boucles dynamiques (ce que nous n’avons pas choisi de faire compte-tenu de la
forme quasi-elliptique de la plupart des boucles dynamiques), il serait certainement judicieux
de conside´rer aussi les deux premiers harmoniques de la de´composition de Fourier discre`te et
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Fig. I.55 – Approximation de la courbe ex-
pe´rimentale obtenue avec 1 harmonique sup-
ple´mentaire
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Fig. I.56 – Approximation de la courbe
expe´rimentale obtenue avec 2 harmoniques
supple´mentaires
de pourquoi pas de´finir des “modules non-line´aires ” associe´s a` ces deux harmoniques.
On notera enfin que lors du post-traitement, les valeurs de la de´formation statique εstat =
Yε(1)
N , de l’amplitude de de´formation ∆ε= 0.5.(εmax− εmin) et de la fre´quence f0 sont extraites
afin de travailler avec les valeurs re´ellement applique´es au mate´riau.
I.2.6 Re´pe´tabilite´ - Reproductibilite´
Afin de valider la justesse des essais mene´s, nous avons ve´rifie´ leur re´pe´tabilite´ (essais
dans les meˆmes conditions, sur la meˆme machine) et la reproductibilite´ c’est a` dire entre les
deux machines d’essai.
a) Re´pe´tabilite´ entre les essais
Tout d’abord, on peut ve´rifier la re´pe´tabilite´ de l’essai en s’assurant de la superposition des
courbes de premie`re charge des pre´chargements. La figure I.57 contient 9 premie`res charges
de cisaillement.
On note alors une bonne superposition de ces 9 courbes.
Ensuite, compte-tenu du nombre de parame`tres (4 parame`tres : εmax, εmoy, ∆ε et f ) et de
la matrice d’essais, nous avons choisi de tester plusieurs jeux de parame`tres sur la meˆme
e´prouvette.
Comme nous l’avons vu au paragraphe I.1.3, le mate´riau est tre`s sensible a` l’histoire des de´-
formations et surtout au niveau maximum de de´formation vu par le mate´riau. Ensuite, il est
inte´ressant de savoir si le mate´riau est sensible a` l’histoire des fre´quences applique´es ou non.
Sur la figure I.58, une unique e´prouvette plot a e´te´ sollicite´e dynamiquement en compression
sans pre´chargement au pre´alable avec une de´formation statique de −0.5%, une amplitude
de de´formation de 0.25% et dans un premier temps des niveaux de fre´quences successifs
croissants allant de 5 a` 400 Hz (nomme´ “aller”) puis en diminuant ensuite successivement la
fre´quence de 400 a` 5 Hz (nomme´ “retour”).
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Fig. I.57 – Ve´rification de la reproductibi-
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chargement sur 9 e´prouvettes sollicite´e en ci-
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Fig. I.58 – Ve´rification de la non-
de´pendance des modules e´lastiques et de
perte avec l’histoire des fre´quences appli-
que´es
On constate alors que le mate´riau n’est pas sensible a` l’histoire des fre´quences qu’il a
subi. Si l’on compare les valeurs des modules obtenues pour une fre´quence donne´e, de 20 Hz
par exemple, que l’e´prouvette ait subi des fre´quences de plus de 100 Hz auparavant ou pas
n’influence pas la valeur des modules associe´e a` cette fre´quence.
Ainsi, sachant que le mate´riau n’est pas sensible a` l’histoire des fre´quences mais l’est avec
la de´formation, nous avons mis en place des essais, que nous nommerons “multi-parame`tres”,
comme celui de´crit sur la figure I.59.
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Fig. I.59 – Essai multi parame`tres avec
εmax = 75% et εmoy = 25% puis diﬀe´rents ni-
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Fig. I.60 – Ve´rification de la reproductibi-
lite´ de l’essai multi parame`tre sur les boucles
d’hyste´re´sis stabilise´es
Ainsi, pour un niveau de de´formation maximale (εmax), ici 75%, et un niveau de de´forma-
tion statique (εmoy), ici 25%, plusieurs fre´quences et amplitudes de de´formation sont teste´es.
La plus petite valeur d’amplitude de de´formation est d’abord applique´e, ici 5%, puis les fre´-
quences sont impose´es successivement et de manie`re croissante, ici 5, 15 puis 40 Hz. Ensuite
l’amplitude de de´formation suivante est applique´e, ici 10%, pour les diﬀe´rentes valeurs de
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fre´quences et ainsi de suite jusqu’a` la dernie`re valeur d’amplitude de de´formation souhaite´e,
ici 20%.
La reproductibilite´ de ce type d’essai multi-parame`tres a e´te´ ve´rifie´e en les comparant avec
des essais uniques. Sur la figure I.60 est compare´ un essai dynamique obtenu avec un essai
multi-parame`tres avec εmax = 75% et εmoy = 25% (cf figure I.59) ou` le cycle dynamique stabi-
lise´ correspondant a` ∆ε= 10% et f = 15Hz a e´te´ extrait et un essai unique pour lequel le seul
jeu de parame`tres de´fini par (εmax,εmoy,∆ε, f ) = (75%,25%,10%,15Hz) a e´te´ teste´. On observe
alors une bonne superposition des deux boucles dynamiques ce qui tend a` valider a` la fois les
essais multiparame`tres et la re´pe´tabilite´ des essais.
En tout, 4 essais a` jeu de parame`tres unique ont e´te´ re´alise´s. La figure I.61 repre´sente les
e´carts types sur les calculs des modules e´lastique et de perte pour ces essais.
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Fig. I.61 – Ecart type des essais de ve´rification de la re´pe´tabilite´
Les e´carts types sont globalement infe´rieurs ou e´gaux a` 5% sur les essais de re´pe´tabilite´.
b) Reproductibilite´ entre les machines d’essais
Comme il a e´te´ souligne´ lors de la de´finition de la matrice d’essais au paragraphe I.1.4
b) , ceux-ci ont e´te´ re´alise´s a` l’aide de deux machines d’essais et des tests communs ont e´te´
de´finis. On peut ainsi ve´rifier la reproductibilite´ des essais mis en place.
La figure I.62 repre´sente les courbes d’hyste´re´sis obtenue dans le cas particulier de l’essai de
cisaillement caracte´rise´ par le jeu de parame`tres : (εmax,εmoy,∆ε, f ) = (75%,0%,5%,15Hz) avec
les deux machines d’essai.
On observe un de´calage sur la contrainte statique entre les deux essais et une erreur de
suivi de l’amplitude de de´formation sur le viscoanalyseur. Le de´calage en statique s’explique
par le fait que les deux e´prouvettes ont e´te´ pre´charge´es sur l’Electropuls (la DMA ne dispose
pas de la force suﬃsante pour pouvoir appliquer le pre´chargement souhaite´) puis l’e´prouvette
“Electropuls” a e´te´ sollicite´e directement apre`s la dernie`re de´charge du pre´chargement donc
a` partir d’une force non-nulle (sur la boucle de pre´chargement, le ze´ro de´formation ne cor-
respond pas a` une force nulle) et alors que l’e´prouvette “DMA” a donc e´te´ laisse´e libre avant
d’eˆtre fixe´e sur le viscoanalyseur pour re´aliser l’essai dynamique sur la DMA.
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Fig. I.62 – Reproductibilite´ dans le plan contrainte-de´formation
La figure I.3 synthe´tise les valeurs des modules e´lastiques et de perte des deux machines
d’essai correspondant a` cet essai. On notera que pour le viscoanalyseur, deux jeux de valeurs
apparaissent : les valeurs sorties par la machine et celles obtenues en utilisant la me´thode de
de´pouillement de´crite dans le paragraphe I.2.5. En eﬀet, compte-tenu des logiciels DMA dont
nous disposons pour l’instant, nous obtenons directement a` la fin de l’essai les valeurs des
modules correspondant mais les courbes de de´formation applique´e et de reponse en contrainte
sont diﬃcilement accessibles. Nous avons toutefois re´ussi a` extraire ces signaux et a` leur
appliquer le meˆme de´pouillement que celui eﬀectue´ sur les essais re´alise´s sur l’Electropuls.
G￿(MPa) G￿￿(MPa)
Electropuls 2.5 0.70
DMA(machine) 2.6 0.71
DMA(recalcul) 2.5 0.81
Tab. I.3 – Pre´chargement 75%
Malgre´ le de´calage en contrainte statique, on obtient une assez bonne cohe´rence sur les
calculs des modules.
La figure I.4 re´sume les valeurs des modules e´lastiques et de perte des deux machines d’es-
sai dans le cas particulier de l’essai de compression caracte´rise´ par le jeu de parame`tres :
(εmax,εmoy,∆ε, f ) = (−15%,−2.5%,1%,15Hz).
E ￿(MPa) E ￿￿(MPa)
Electropuls 15.8 3.7
DMA(machine) 15.4 4.1
DMA(recalcul) 15.4 5.0
Tab. I.4 – Pre´chargement −15%
Ainsi, 7 essais communs aux deux machines ont e´te´ re´alise´s et on constate globalement
que les valeurs de module e´lastique sont le´ge`rement plus proches entre les deux machines si
l’on conside`re pour la DMA les donne´es recalcule´es et a` l’inverse concernant le module de
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perte si l’on utilise les donne´es DMA de la machine. Ceci laisse a` penser qu’en essayant de
re´cupe´rer les signaux de de´placement et de force nous n’avons pas re´ussi a` tenir compte d’un
de´phasage eﬀectue´ par la machine.
Le graphique de la figure I.63 regroupe les e´carts a` la moyenne calcule´s sur les modules e´las-
tique et de perte obtenus pour ces 7 essais en conside´rant uniquement les donne´es recalcule´es
DMA pour E ￿(MPa) et uniquement les donne´es machine DMA pour E ￿￿(MPa)).
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Fig. I.63 – Ecart type des essais de ve´rification entre machines d’essai
Au regard de cette figure, on constate que pour ces essais de ve´rification de la cohe´rence
des re´sultats entre les deux machines d’essai, l’e´cart type se situe globalement autour de 5%
pour les deux modules.
Ainsi, les essais mis en oeuvre sont bien re´pe´tables et reproductibles avec des e´carts types
infe´rieurs ou de l’ordre de 5%.
On notera qu’il sera donc inutile lors de l’identification des parame`tres mate´riaux de pre´tendre
a` une erreur moindre.
I.3 Re´sultats expe´rimentaux
Dans cette partie, une synthe`se des re´sultats d’essais (courbes contrainte / de´formation
et courbes d’e´volution des modules e´lastique et de perte) est pre´sente´e.
Les essais de double-cisaillement seront aborde´s dans un premier temps puis ceux de com-
pression.
I.3.1 Caracte´risation en cisaillement
Comme de´fini pre´ce´demment, les essais re´alise´s se de´composent en une partie quasi-
statique : le pre´chargement qui est constitue´ de n cycles (voir la de´finition des essais au
paragraphe I.2.4 c)) jusqu’a` εmax ce qui permet de se de´faire de l’eﬀet Mullins et de stabiliser
le mate´riau et en une partie dynamique concernant l’e´tude dynamique aproprement dite.
Les paragraphes ci-dessous re´ve`lent la synthe`se des re´sultats concernant les cycles de pre´-
chargement puis de la partie dynamique.
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a) Pre´chargements
D’apre`s la matrice d’essais, trois niveaux de de´formation maximale εmax = 50,75 et 120%
ont e´te´ retenus. De plus, chaque pre´chargement est mene´ jusqu’a` stabilisation du mate´riau.
Sur les figures I.64 et I.65 le cycle stabilise´ (n-ie`me cycle) de chaque niveau de pre´chargement
est repre´sente´ ; sur la figure I.64 l’ensemble du pre´chargement a` 120% a e´te´ superpose´ pour
mieux situer le de´roulement de l’essai.
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Fig. I.64 – Cycles stabilise´s correspondant
aux trois niveaux de pre´chargement
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Fig. I.65 – Cycles stabilise´s correspondant
aux trois niveaux de pre´chargement
Au regard de ces courbes, on constate que plus εmax est grand plus la pente moyenne des
cycles s’abaisse. Ainsi, plus le mate´riau est stabilise´ a` grande de´formation plus il va s’adoucir
en s’accommodant a` cette sollicitation. Comme nous l’avons de´ja` souligne´, ceci est duˆ a` l’eﬀet
Mullins. On peut relier ce phe´nome`ne au fait que, entre autres, a` 120% plus de chaˆınes ont
atteint leur limite d’extensibilite´ et se sont rompues.
Une fois la stabilisation eﬀectue´e a` une valeur de εmax donne´e, l’essai dynamique est re´alise´
et comme il sera vu par la suite, les boucles dynamiques vont globalement eˆtre situe´es dans
le domaine de contrainte-de´formation de´limite´ par le pre´chargement correspondant.
b) De´pendance a` la de´formation des boucles dynamiques
Une fois le pre´chargement eﬀectue´, une boucle dynamique se caracte´rise par son niveau
de de´formation statique εmoy, son amplitude de de´formation ∆ε et sa fre´quence f .
Dans un premier temps a` observer la de´pendance a` la de´formation de ces boucles d’hyste´re´sis
a` fre´quence fixe´e est observe´e.
Pour cela, le cas d’e´prouvettes ayant subies un pre´chargement de 75%, puis une de´formation
statique nulle, une fre´quence de 5Hz et des amplitudes de de´formation de 5, 10 et 20% est
conside´re´. Les boucles dynamiques obtenues ainsi que le cycle stabilise´ issu du pre´chargement
a` 75% (figure I.66 uniquement) sont repre´sente´s sur les figures I.66 et I.67.
On observe que ces boucles dynamiques sont de forme assez elliptique et sont imbrique´es
les unes dans les autres : la valeur de contrainte moyenne est globalement inde´pendante de
l’amplitude dynamique. De plus, leur pente moyenne chute lorsque l’amplitude de de´forma-
tion croˆıt ce qui n’est autre que la repre´sentation dans le plan contrainte-de´formation de
l’eﬀet Payne de´couple´ de l’eﬀet Mullins.
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Fig. I.66 – Boucles dynamiques
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= (75%, 0%, - , 5Hz)
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Fig. I.67 – Boucles dynamiques
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= (75%, 0%, - , 5Hz)
Afin d’observer l’influence de la de´formation statique sur les boucles dynamiques, un cas
similaire au cas pre´ce´dent mais pour une de´formation statique de 25% (les autres parame`tres
restant inchange´s) est conside´re´ (voir figures I.68 et I.69).
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Fig. I.68 – Boucles dynamiques
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= (75%, 25%, - , 5Hz)
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Fig. I.69 – Boucles dynamiques
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= (75%, 25%, - , 5Hz)
Les meˆmes constatations peuvent eˆtre faites a` ceci pre`s que la forme des boucles dyna-
miques est beaucoup moins elliptique.
Enfin, le cas correspondant a` la de´formation statique la plus importante (50% dans ce cas
de figure) toujours en gardant fige´s les autres parame`tres est pre´sente´ sur les figures I.70 et
I.71.
Cette fois-ci un net changement est observe´ : les boucles ne sont plus imbrique´es les unes
dans les autres, leur forme devient tre`s non-line´aire et on constate que la contrainte moyenne
n’est plus inde´pendante de l’amplitude de de´formation mais chute avec celle-ci. On note, de
plus, que les de´formations maximales des boucles dynamiques (εmoy+∆ε) sont proches de la
de´formation maximale vue par le mate´riau c’est-a`-dire εmax. Ce changement de comportement
est e´troitement lie´ a` l’eﬀet Mullins ; ce dernier a e´te´ e´carte´ par la re´alisation du pre´chargement
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Fig. I.70 – Boucles dynamiques
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= (75%, 50%, - , 5Hz)
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Fig. I.71 – Boucles dynamiques
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= (75%, 50%, - , 5Hz)
mais, comme il a de´ja` e´te´ e´voque´ au paragraphe I.1.3, proche de la valeur de de´formation
maximale il se produit un accroissement brutal de la contrainte, une pe´riode de transition
entre l’e´tat stabilise´ pre´ce´dent et le retour vers le comportement d’un mate´riau vierge.
c) De´pendance a` la fre´quence des boucles dynamiques
Pour observer l’eﬀet de la fre´quence sur les boucles dynamiques, les essais concernant
un pre´chargement a` 75% suivi d’une de´formation statique nulle, une amplitude de de´forma-
tion de 1% et des fre´quences de 15, 100 et 200Hz sont conside´re´s. Les boucles dynamiques
correspondantes sont repre´sente´es sur la figure I.72.
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Fig. I.72 – Boucles dynamiques (εmax, εmoy, ∆ε, f )= (75%, 0%, 1% , - )
Cette figure met en avant l’augmentation de la pente moyenne des boucles et donc de la
rigidite´ du mate´riau avec la fre´quence. Cet eﬀet est a` relier au caracte`re visqueux des e´las-
tome`res. On notera toutefois que sur ce domaine de fre´quence, l’augmentation n’est pas tre`s
marque´e.
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Apre`s avoir observe´ les caracte´ristiques des boucles dynamiques des essais de double-
cisaillement, les caracte´ristiques des courbes d’e´volution des modules e´lastique et de perte
associe´es a` ces boucles (modules obtenus apre`s post-traitement) sont pre´sente´es dans les
paragraphes suivants.
d) Evolution des modules e´lastique et de perte avec l’amplitude de de´formation
et la fre´quence
Afin d’obtenir les tendances d’e´volution des modules e´lastique (G￿) et de perte (G￿￿),
examinons le cas particulier des essais ayant subis un pre´chargement de 75%, une de´formation
statique nulle, des amplitudes de de´formation de 0.5, 1, 5, 10 et 20% et des fre´quences de 5,
15, 40, 100, 200 et 400Hz.
La figure I.73 de´peint l’e´volution du module e´lastique avec l’amplitude de de´formation et la
fre´quence.
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Fig. I.73 – Evolution de l’eﬀet Payne avec la fre´quence (εmax, εmoy, ∆ε, f )= (75%, 0%, - , - )
Cette figure met en e´vidence l’eﬀet Payne pour diﬀe´rentes valeurs de fre´quence. On ob-
serve la chute du module e´lastique avec l’amplitude de la de´formation et l’augmentation de
celui-ci avec la fre´quence. On note de plus qu’aux grandes amplitudes de de´formation, la` ou`
la chute de module se stabilise, la de´pendance en fre´quence est faible.
La figure I.74 repre´sente, elle, dans les meˆmes conditions l’e´volution du module de perte.
Le module de perte passe par un maximum autour de 1% d’amplitude de de´formation et
l’amplitude de ce pic est d’autant plus importante que la fre´quence est grande.
Les tendances obtenues co¨ıncident avec les observations issues de la litte´rature comme
par exemple celle de Wang et Robertson (Wang and Robertson, 2005) concernant l’e´volution
des modules e´lastique et de perte avec l’amplitude de de´formation pour diﬀe´rentes fre´quences
pour un polybutadie`ne plus ou moins charge´ en noir de carbone. La figure I.75 illustre leurs
re´sultats.
On rele`vera de plus pour le module e´lastique que le palier aux faibles amplitudes de de´-
formation est d’autant plus e´le´ve´ que la fre´quence est e´leve´e et pour le module de perte que
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Fig. I.74 – Evolution de l’eﬀet Payne avec la fre´quence (εmax, εmoy, ∆ε, f )= (75%, 0%, - , - )
Fig. I.75 – Eﬀet Payne et fre´quence (Wang and Robertson, 2005)
la position de son maximum reste fixe quelle que soit la fre´quence, seule l’amplitude de ce pic
augmente avec la fre´quence ; tendance qui e´tait pre´visible au vue de nos courbes d’e´volution.
Ces meˆmes observations peuvent eˆtre illustre´es en choisissant de mettre la fre´quence en
abscisse comme sur les figures I.76 et I.77.
Ce choix de trac¸age re´ve`le l’augmentation quasi line´aire du module e´lastique avec la fre´-
quence. Quant au module de perte, la tendance est plus diﬃcile a` de´terminer meˆme si une
tendance ge´ne´rale d’augmentation de celui-ci avec la fre´quence semble ressortir.
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Fig. I.76 – Evolution du module e´lastique
avec la fre´quence
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Fig. I.77 – Evolution du module de perte
avec la fre´quence
Ainsi, le mate´riau e´tant visqueux, l’augmentation de la fre´quence entraˆıne alors une aug-
mentation de rigidite´ et donc de la courbe d’e´volution du module e´lastique avec l’amplitude
de de´formation (eﬀet Payne). De plus, si l’on conside`re le mode`le de Montes et ses colle`gues
(Montes et al., 2003), qui sera de´taille´ au Chapitre II section II.1.4, dans lequel la pre´sence
d’une coque vitreuse entourant chaque particule est mise en avant. Il en ressort que lorsque
la fre´quence augmente, la tempe´rature de transition vitreuse augmentant, l’e´paisseur de la
coque vitreuse augmente, augmentant ainsi la rigidite´ du mate´riau. Ce qui pourrait expli-
quer notamment aux faibles niveaux d’amplitude de de´formation, la` ou` les eﬀets de structure
dominent, la plus forte augmentation de module e´lastique observe´e avec la fre´quence.
e) Evolution des modules e´lastique et de perte avec le pre´chargement (εmax)
L’influence du pre´chargement sur les courbes d’e´volution des modules e´lastique et de
perte est e´tudie´e dans ce paragraphe ; pour cela, le cas d’une de´formation statique nulle,
d’une fre´quence de 15Hz, d’amplitudes de de´formation de 0.5, 1, 5, 10 et 20% et pour les
trois cas diﬀe´rents de pre´chargements (50, 75 et 120%) est conside´re´. Les figures I.78 et I.79
illustrent l’e´volution des modules e´lastique et de perte associe´s a` ce cas.
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Fig. I.78 – Evolution du module e´lastique
avec la de´formation maximale
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Fig. I.79 – Evolution du module de perte
avec la de´formation maximale
Une assez faible de´pendance au pre´chargement sur l’e´volution des modules est observe´e.
On constate toutefois que plus εmax est grand, plus les modules e´lastique et de perte sont
faibles : ce qui n’est autre que la traduction de l’eﬀet Mullins. On notera que la diﬀe´rence sur
les boucles d’hyste´re´sis se fait alors principalement sur la valeur de la contrainte statique.
f) Evolution des modules e´lastique et de perte avec la de´formation statique
(εmoy)
Pour observer l’influence de la de´formation statique sur les courbes d’e´volution des mo-
dules e´lastique et de perte, le cas d’un pre´chargement jusqu’a` 75%, une fre´quence de 5Hz,
d’amplitudes de de´formation de 5, 10 et 20% et de de´formations statiques de 0, 25 et 50% est
e´tudie´. Les figures I.80 et I.81 repre´sentent l’e´volution des modules pour ces cas particuliers.
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Fig. I.80 – Evolution du module e´lastique
avec la de´formation statique
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Fig. I.81 – Evolution du module de perte
avec la de´formation statique
Le module e´lastique est assez proche pour les deux valeurs de de´formations statiques les
plus faibles ; un e´cart plus important est observe´ entre ces deux premie`res et la valeur la
plus importante (50%). Ceci rejoint les observations faites pre´ce´demment lors de la valida-
tion de l’approximation line´aire (paragraphe I.2.5 b)) sur le fait que lorsque les valeurs de
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de´formations de l’essai dynamique (c’est-a`-dire εmoy + ∆ε) se rapprochent de εmax ; la boucle
dynamique a alors une forme tre`s non-line´aire et donc la pente moyenne de celle-ci augmente
brutalement.
Les meˆmes observations peuvent eˆtre faites sur le module de perte et l’on constate de plus
que celui-ci a tendance a` augmenter avec la de´formation statique.
Ainsi, pour toutes les boucles d’hyste´re´sis suﬃsamment e´loigne´es de εmax, l’eﬀet Payne et
quasi identique quel que soit le statique impose´ ; en revanche pour les cas proches de εmax, les
modules e´lastique et de perte sont augmente´s par rapport aux cas pre´ce´dents.
Les essais re´alise´s dans ce paragraphe ont montre´, qu’une fois l’eﬀet Mullins de´couple´
de l’essai dynamique a` proprement dit, les modules e´lastique et de perte de´pendent peu du
niveau de de´formation maximale εmax, seule la contrainte moyenne des boucles dynamiques
est modifie´e s’adoucissant d’autant plus que εmax est grand.
Puis ceci reste vrai tant que les de´formations maximales εmoy + ∆ε de´finissant la sollicitation
vibratoire restent e´loigne´es du niveau de de´formation maximale εmax vue par l’e´prouvette lors
du pre´chargement. Lorsque εmoy + ∆ε approche εmax, une augmentation de rigidite´ brutale se
produit (eﬀet Mullins), les boucles dynamiques prennent une forme tre`s non-line´aire et les
modules e´lastique et de perte se voient augmente´s.
Enfin, nous avons pu observer le couplage eﬀet visqueux / eﬀet Payne en observant l’eﬀet de
l’augmentation de la fre´quence sur les courbes d’e´volution des modules e´lastique et de perte
avec la fre´quence. L’augmentation de la fre´quence a` tendance a` accentuer l’eﬀet Payne en
augmentant l’amplitude de la chute de module e´lastique ainsi que celle du pic de dissipation.
En eﬀet, si l’on conside`re, en plus de l’eﬀet visqueux du mate´riau, le mode`le de Montes et ses
colle`gues (Montes et al., 2003), qui sera de´taille´ au Chapitre II section II.1.4, plus la fre´quence
augmente et plus l’e´paisseur de la coque vitreuse entourant chaque particule augmente, ce
qui pourrait expliquer l’augmentation de rigidite´ du mate´riau.
I.3.2 Caracte´risation en compression
Apre`s les essais de caracte´risation en double-cisaillement, le mate´riau a aussi e´te´ carac-
te´rise´ en compression. Globalement, les tendances et phe´nome`nes observe´s sont identiques,
seuls les niveaux de contraintes et de modules diﬀe`rent.
Le type de chargement applique´ est identique a` celui mis en oeuvre pre´ce´demment. De
meˆme, les essais re´alise´s se de´composent en une partie quasi-statique : le pre´chargement
constitue´ de n cycles jusqu’a` εmax qui permet de se de´faire de l’eﬀet Mullins et de stabiliser le
mate´riau (pour une de´formation maximale donne´e) et en une partie dynamique concernant
l’e´tude dynamique a` proprement dite.
Les paragraphes ci-dessous re´ve`lent la synthe`se des re´sultats concernant les diﬀe´rents pre´-
chargements puis la partie dynamique.
a) Pre´chargements
Conforme´ment a` la matrice d’essais, deux valeurs de pre´chargement ont e´te´ retenues :
εmax = −7.5% et −15%. La figure I.82 illustre ces deux pre´chargements.
On observe que plus εmax est grand (en valeur absolue), plus la pente moyenne du cycle
stabilise´ est faible ce qui n’est autre qu’une conse´quence de l’eﬀet Mullins. De plus, on note
une augmentation de la de´formation re´manente.
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Fig. I.82 – Pre´chargement des essais de compression
b) De´pendance a` la de´formation des boucles dynamiques
Une fois le pre´chargement eﬀectue´, le mate´riau e´tant stabilise´ pour ce niveau de de´forma-
tion maximale l’essai dynamique a` proprement dit est re´alise´.
Afin d’examiner les re´sultats obtenus, prenons le cas particulier du pre´chargement a`−15%,
d’une fre´quence de 5Hz, de de´formation statique de −2.5, −5 et −10% et d’amplitude de
de´formation de 1 et 2%. La figure I.83 regroupe le trace´ de ces boucles dynamiques ainsi que
le cycle stabilise´ a` −15% correspondant.
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Fig. I.83 – Boucles dynamiques et cycle stabilise´ (pre´chargement - 15 %)
On peut noter dans un premier temps que le cycle stabilise´ constitue globalement une
enveloppe pour les boucles dynamiques. De plus, on constate que, comme il a e´te´ mis en avant
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dans le de´pouillement des essais de double-cisaillement, pour des niveaux de de´formation
(εmoy+∆ε) faibles devant εmax, les boucles d’hyste´re´sis sont globalement elliptiques et leur
niveau de contrainte moyenne est inde´pendant de l’amplitude de de´formation applique´e. En
revanche, pour des niveaux de de´formation proches de εmax les boucles ont une forme tre`s
non-line´aire se rapprochant de celle de leur cycle stabilise´ et leur contrainte moyenne chute
avec l’amplitude de de´formation applique´e.
Les figures I.84 et I.85 sont deux zooms de la figure I.83 pour mieux illustrer ce propos
respectivement pour des de´formations faibles et des de´formations proches de εmax. Sur le figure
I.84, dans le cas d’une de´formation statique de −5% et d’amplitude de 1 et 2%, les boucles
sont imbrique´es et de forme elliptique. Et sur la figure I.85 pour le cas de la de´formation
statique de −10% en revanche, une non-line´arite´ dans la forme des boucles apparaˆıt et la
contrainte moyenne de´pend de l’amplitude de de´formation applique´e.
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Fig. I.84 – Boucles dynamiques
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= (−15%, −5%, - , 5Hz)
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Fig. I.85 – Boucles dynamiques
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= (−15%, −10%, - , 5Hz)
c) De´pendance a` la fre´quence des boucles dynamiques
L’eﬀet de fre´quence sur les boucles dynamiques est e´tudie´ dans ce paragraphe ; pour
cela le cas d’un essai de pre´chargement jusqu’a` −15%, de de´formation statique de −2.5%,
d’amplitude de de´formation de 0.5% et de fre´quences de 15, 100 et 200Hz est conside´re´. Les
re´sultats illustre´s par la figure I.86 mettent en e´vidence a` nouveau l’augmentation de la pente
moyenne (et donc de la rigidite´) des boucles dynamiques avec la fre´quence et donc aussi le
caracte`re visqueux du mate´riau.
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Fig. I.86 – eﬀet de fre´quence sur les boucles dynamiques
On note un suivi de consigne moins pre´cis pour l’essai a` 200Hz.
Apre`s avoir observe´ les carcate´ristiques des boucles dynamiques de compression, l’e´volu-
tion des modules e´lastique et de perte correspondant a` ces boucles dynamiques est analyse´e.
d) Evolution des modules e´lastique et de perte avec l’amplitude de de´formation
et la fre´quence
Afin d’obtenir les tendances d’e´volution des modules e´lastique (E ￿) et de perte (E ￿￿), exa-
minons le cas particulier des essais ayant subis un pre´chargement de −15%, une de´formation
statique de −2.5%, des amplitudes de de´formation de 0.1, 0.5 et 1% et des fre´quences de 5,
15, 40, 100, 200 et 400Hz.
La figure I.87 de´peint l’e´volution du module e´lastique avec l’amplitude de de´formation et la
fre´quence pour ce cas particulier.
Cette figure met en e´vidence l’eﬀet Payne pour diﬀe´rentes valeurs de fre´quence. Tout
comme dans le cas des essais de double-cisaillement, on observe la chute du module e´lastique
avec l’amplitude de la de´formation et l’augmentation de celui-ci avec la fre´quence. On note
de plus qu’aux grandes amplitudes de de´formation, la` ou` la chute de module se stabilise, la
de´pendance en fre´quence est faible.
La figure I.88 de´peint pour le meˆme cas de figure l’e´volution du module de perte. Une
progression avec passage par un maximum de dissipation est constate´e avec un maximum
d’autant plus important que la fre´quence applique´e est grande. De plus la position de ce
maximum est fixe avec la fre´quence.
Enfin, l’e´volution des modules e´lastique et de perte avec la fre´quence peut eˆtre mise en
avant par un trac¸age diﬀe´rent du meˆme graphique que pre´ce´demment avec cette fois-ci la
fre´quence en abscisse (voir figure I.89 et I.90). Une variation globalement line´aire de ceux-ci
avec la fre´quence est alors remarque´e.
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Fig. I.87 – Evolution du module e´lastique avec l’amplitude de de´formation et la fre´quence
Fig. I.88 – Evolution du module de perte avec l’amplitude de de´formation et la fre´quence
e) Evolution des modules e´lastique et de perte avec le pre´chargement (εmax)
L’eﬀet du pre´chargement sur l’e´volution des modules e´lastique et de perte est e´tudie´ en
conside´rant le cas d’une fre´quence de 15Hz, d’une de´formation statique de −2.5%, d’amplitude
de de´formation de 0.1, 0.5 et 1% et des pre´chargements jusqu’a` −7.5 et −15%. La figure I.91
concerne la de´pendance au pre´chargement du module e´lastique ; la figure I.92 celle du module
de perte.
Comme dans le cas des essais de double-cisaillement, on note que plus εmax est grand plus
les deux modules chutent ce qui n’est autre que la traduction de l’eﬀet Mullins. On retiendra
de plus que les diﬀe´rentes courbes de Payne sont translate´es suivant la verticale en fonction
du niveau de pre´chargement.
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Fig. I.89 – Evolution du module e´lastique
avec la fre´quence
Fig. I.90 – Evolution du module de perte
avec la fre´quence
Fig. I.91 – Evolution du module e´lastique
avec la de´formation maximale
Fig. I.92 – Evolution du module de perte
avec la de´formation maximale
f) Evolution des modules e´lastique et de perte avec la de´formation statique
(εmoy)
L’influence de la de´formation statique sur l’e´volution des courbes de modules e´lastique
et de perte est observe´ en prenant dans un premier temps le cas du pre´chargement jusqu’a`
−7.5%, de la fre´quence 15Hz, des amplitudes de de´formation de 0.1, 0.5 et 1% et des de´forma-
tions statiques de −1.25 et −2.5%. Les figures I.93 et I.94 repre´sentent les courbes d’e´volution
des modules pour ce cas particulier.
Ces figures mettent en evidence l’inde´pendance des deux modules a` la de´formation statique
pour des niveaux de statique assez e´loigne´s de εmax.
Dans un second temps, le cas du pre´chargement jusqu’a` −15%, de la fre´quence 15Hz, des
amplitudes de de´formation de 0.1, 0.5, 1 et 2% et des de´formations statiques de −2.5, −5 et
−10% est conside´re´. Les figures I.95 et I.96 repre´sentent les courbes d’e´volution des modules
pour ce second cas particulier.
Dans ce second cas, on note clairement une de´pendance au statique des deux modules dans
le cas ou` le niveau de de´formation est proche de εmax la` ou` la forme de la boucle d’hyste´re´sis
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Fig. I.93 – Eﬀet Payne et de´formation sta-
tique
Fig. I.94 – Eﬀet Payne et de´formation sta-
tique
Fig. I.95 – Eﬀet Payne et de´formation sta-
tique
Fig. I.96 – Eﬀet Payne et de´formation sta-
tique
devient non-line´aire et la pente moyenne de celle-ci et donc le module e´lastique augmente
rapidement.
Ainsi, pour toutes les boucles d’hyste´re´sis suﬃsamment e´loigne´es de εmax, l’eﬀet Payne est
quasi identique quel que soit le statique impose´ ; en revanche pour les cas proche de εmax, les
modules e´lastique et de perte sont augmente´s par rapport aux cas pre´ce´dents.
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I.4 Conclusion partielle
Le silicone charge´ de silice a donc un comportement complexe couplant des me´canismes de
de´formations tels que l’hypere´lasticite´, la viscosite´ ainsi qu’une forte de´pendance a` l’histoire
des de´formations pre´ce´demment subies ou encore eﬀet Mullins. De plus, sous sollicitations
dynamiques ce mate´riau pre´sente une de´pendance non line´aire a` l’amplitude des de´formations
applique´es, commune´ment appele´e eﬀet Payne.
Afin de caracte´riser sous sollicitations dynamiques le silicone charge´ de silice, nous avons
mis en place un type de chargement particulier de´fini par 4 parame`tres : la de´formation maxi-
male (εmax), la de´formation statique (εmoy), l’amplitude de de´formation (∆ε) et la fre´quence
( f ) et compose´ de deux phases : la phase de pre´chargement jusqu’a` une de´formation maxi-
male donne´e (εmax) et la phase dynamique a` proprement dite. L’avantage de ce chargement
est de pouvoir de´coupler l’eﬀet Mullins de l’eﬀet Payne mais aussi d’obtenir des boucles dy-
namiques de forme beaucoup plus line´aire et dont la contrainte moyenne est alors fixe´e pour
une de´formation statique donne´e. Une matrice d’essais a ensuite e´te´ de´finie en cisaillement
et en compression permettant d’observer l’influence de ces 4 parame`tres sur la re´ponse du
mate´riau.
Enfin, pour chaque essai les valeurs des modules e´lastique et de perte correspondantes
ont e´te´ calcule´es et leur e´volution a e´te´ e´tudie´e. Nous avons pu constater la forte de´pendance
non-line´aire de ces modules avec l’amplitude de de´formation (eﬀet Payne). De plus, plus la
fre´quence augmente et plus la valeur de ces modules augmentent (a` part pour les grands
niveaux d’amplitude de de´formation). La de´pendance avec le pre´chargement est assez faible
toutefois plus la de´formation maximale du pre´chargement est grande plus les modules chutent.
La de´pendance avec la de´formation statique et aussi faible en tout cas tant que l’on reste
dans des niveaux de de´formations infe´rieurs a` la de´formation maximale du pre´chargement.
Dans le cadre de ce projet, ceux sont ces courbes d’e´volutions des modules e´lastique et
de perte que nous cherchons a` pre´voir par un mode`le de comportement. Ainsi, ces dernie`res
serviront de base de donne´es expe´rimentales pour identifier les parame`tres mate´riau du mode`le
de´veloppe´.
Chapitre -II-
Mode`le de comportement
C e chapitre reprend dans un premier temps les mode`les de comportement de´ja` de´ve-loppe´s pour simuler le comportement d’e´lastome`res charge´s. Ensuite, en se basant
sur le mode`le hyperviscoplastique de´veloppe´ par Qi et Boyce, nous proposons un mode`le de
comportement permettant de pre´voir la re´ponse dynamique d’un silicone charge´ de silice en
tenant compte notamment de l’eﬀet Payne. Enfin, les parame`tres mate´riau sont identifie´s a`
partir de l’ensemble des essais dynamiques re´alise´s.
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L’objectif de ce chapitre est de construire un mode`le de comportement du mate´riau per-
mettant de pre´voir la re´ponse de celui-ci a` une sollicitation vibratoire. Outre la prise en
compte des me´canismes de de´formation propres aux e´lastome`res charge´s de´veloppe´s dans le
chapitre pre´ce´dent, la finalite´ principale est de mode´liser l’eﬀet Payne.
II.1 Etat de l’art
II.1.1 Formalisme des grandes de´formations : de´finitions et notations
a) Cine´matique de la de´formation
Soit X le vecteur position d’un point mate´riel du corps B a` l’e´tat initial et soit x le vecteur
position de ce meˆme point mate´riel a` l’e´tat de´forme´ (corps Bt) au temps t. La de´formation
du corps Bt pour tout temps t est donne´ par la transformation χ :
x= χ(X, t). (II.1)
Par cette transformation le vecteur X s’e´crit alors :
X= χ(X,0). (II.2)
La transformation χ est une fonction bijective par de´finition.
Le vecteur u :
u(X, t) = χ(X, t)−X, (II.3)
repre´sente le de´placement pour tout temps t du point mate´riel de position X en t = 0.
Ensuite, on de´finit le tenseur gradient de la transformation F par la formule suivante :
F= ∂χ(X, t)
∂X
=
∂x(X, t)
∂X
= GradXχ(X, t). (II.4)
Le de´terminant de F, note´ J, est relatif au changement de volume engendre´ par la trans-
formation. Il est strictement positif compte-tenu de l’axiome de non-interpe´ne´trabilite´ entre
mole´cules.
En utilisant la de´finition de F, il vient que :
dx= FdX, (II.5)
ou` dX et dx repre´sentent respectivement un segment infinite´simal de mate´riau en X et son
image par la transforme´e en x.
La vitesse d’un point mate´riel est v= u˙= x˙, et si l’on s’inte´resse a` un incre´ment de vitesse,
il est courant de le faire dans le repe`re mobile et c’est pourquoi, on de´finit le tenseur gradient
de vitesse L par l’expression suivante :
L= ∂v
∂x
, (II.6)
ou encore en fonction de F sous la forme suivante :
L= F˙F−1; (II.7)
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puisque
L= ∂v
∂X
∂X
∂x
et F˙= ∂x˙
∂X
=
∂v
∂X
. (II.8)
D’apre`s le the´ore`me de de´composition polaire, le tenseur F e´tant inversible, il peut se
de´composer de manie`re unique a` l’aide des tenseurs de dilatation syme´triques de´finis positifs
U et V, et d’un tenseur de rotation R sous la forme :
F= VR= RU. (II.9)
Le tenseur de rotation R est orthogonal et ve´rifie donc les e´quations suivantes :
RRT = 1 et det R= 1. (II.10)
Les tenseurs U et V diﬀe`rent par rotations pre`s,
V= RURT , (II.11)
et
U= RTVR. (II.12)
Cette me´thode permet de de´composer la transformation avec une e´tape interme´diaire,
e´tape pendant laquelle le mate´riau a` uniquement subit une rotation (par R) ou uniquement
une de´formation pure (par U).
On de´finit ensuite le tenseur de dilatation de Cauchy-Green gauche de la manie`re suivante :
B= FFT = V2; (II.13)
puis le tenseur de dilatation de Cauchy-Green droit :
C= FTF= U2. (II.14)
Il est important de noter que contrairement a` F qui n’est pas toujours syme´trique, les
tenseurs B et C sont syme´triques par de´finition.
Enfin, le tenseur de de´formation de Green Lagrange est de´fini par l’expression suivante :
E= 1
2
(FTF−1) = 1
2
(U2−1). (II.15)
Le tenseur gradient de vitesse L se de´compose de manie`re unique en une partie syme´trique
D relative au taux de de´formation et en une partie antisyme´trique W relative au taux de
rotation :
L= D+W. (II.16)
Il est aussi courant de re´e´crire le tenseur L = F˙F−1 en utilisant la de´composition polaire
de F ce qui aboutit aux expressions suivantes :
L= R˙R−1+RU˙U−1R−1 (II.17)
et
L= V˙V−1+VR˙R−1V−1. (II.18)
ou` les tenseurs de type S˙S−1, avec S tenseur quelconque, sont des tenseurs de gradient de
vitesse et les tenseurs gradient de vitesse multiplie´s a` gauche par un tenseur A et a` droite
par un tenseur A−1 sont des tenseurs gradient de vitesse dans une configuration interme´diaire
que ces produits rame`nent dans la configuration actuelle.
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Rappels mathe´matiques :
Soit un tenseur M syme´trique, il existe une base orthogonale de vecteur propres eI et ses
valeurs propres associe´es λ2i telle que :
M=
III
∑
i=I
λ2i ei⊗ ei. (II.19)
Ainsi, les tenseurs U et V e´tant relatifs aux dilatations pures, leurs valeurs propres donnent
directement acce`s aux valeurs des dilatations principales dans chacune des directions. De plus,
par construction les valeurs propres de U et V sont identiques et note´ λi.
Il vient alors que les valeurs propres des tenseurs de dilatation de Cauchy-Green B et C
(ayant aussi par construction les meˆmes valeurs propres) donnent directement acce`s au carre´
des valeurs des dilatations principales dans chacune des directions.
De plus, on de´finit les invariants du tenseur M (donne´es inde´pendantes du re´fe´rentiel
choisi) de la manie`re suivante :
I1 = trace (M)
I2 = 12
￿
(trace M)2− trace (M2)￿
I3 = det M
. (II.20)
avec I1, I2 and I3 invariants de M que l’on peut e´crire en fonction des valeurs propres λ2i sous
la forme :
I1 = λ21+λ22+λ23
I2 = λ21λ22+λ22λ23+λ21λ23
I3 = λ21λ22λ23
. (II.21)
b) Mesure des contraintes :
Soit le vecteur densite´ surfacique de forces t applique´ sur le corps Bt sur une surface e´le´-
mentaire dA ; le vecteur force applique´e sur cette aire s’exprime alors de la manie`re suivante :
df= t0dA0 = tdA (II.22)
ou` t0 est le vecteur densite´ surfacique de forces s’exercant sur la surface e´le´mentaire dA0 et
t le vecteur densite´ surfacique de forces s’exercant sur la surface e´le´mentaire dA ; avec dA
surface image de dA0 par la transformation χ.
La contrainte en un point mate´riel de la configuration actuelle est la contrainte vraie et
elle fait re´fe´rence au tenseur des contraintes de Cauchy T qui s’exprime en fonction du vecteur
densite´ surfacique de forces t par la relation suivante :
t= Tn, (II.23)
avec n vecteur normal a` dA ; d’ou` la relation :
df= TndA. (II.24)
Si l’on s’inte´resse a` la contrainte en un point mate´riel dans configuration de re´fe´rence, il
s’agit de la contrainte nominale (ou contrainte de l’inge´nieur), le tenseur correspondant est le
premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoﬀ T0 (parfois note´ Π) et l’on a la relation :
df= T0n0dA0, (II.25)
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avec n0 vecteur normal a` dA0.
Il est a` noter que la de´termination de la transforme´e d’une surface e´le´mentaire n’est pas
triviale, il faut faire appel a` la relation de Nanson qui s’e´crit de la manie`re suivante :
ndA= JF−Tn0dA0. (II.26)
Ce qui nous permet d’e´tablir la relation entre les deux tenseurs des contraintes de´finis
pre´ce´demment :
T0 = JTF−T ; (II.27)
puisque
df= T0n0dA0 = TndA= TJF−Tn0dA0. (II.28)
Il est inte´ressant de noter que le tenseur des contraintes T0 n’est pas ne´cessairement sy-
me´trique contrairement au tenseur T.
Le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoﬀ S est syme´trique et est de´fini par l’ex-
pression suivante :
S= F−1T0 = JF−1TF−T . (II.29)
On pourra noter que S est un tenseur de mesure des contraintes dans la configuration de
re´fe´rence.
c) Travail et puissance :
Si l’on se restreint a` un proble`me quasi-statique en l’absence de forces a` distance, la
puissance des eﬀorts exte´rieurs s’e´crit alors :
P = W˙ =
Z
A
t ·vdA, (II.30)
ou` W˙ est la de´rive´e du travail des forces exte´rieures, t le vecteur densite´ surfacique de forces
exprime´ dans le re´fe´rentiel actuel, v le vecteur vitesse et A une surface du corps Bt .
Dans un premier temps, simplifions le proble`me en se ramenant au cas d’une de´formation
homoge`ne d’un cube e´le´mentaire de longueur dX1, dX2 et dX3 (configuration initiale), de
volume dV0 soumit a` des forces d f1, d f2 et d f3, normales a` chacune des faces et dont le cube
dans la configuration actuelle est de´fini par les longueurs dx1, dx2 et dx3, de volume dV .
Dans ce cas, la de´rive´e du travail des forces exte´rieures s’e´crit :
W˙ = d f1.dx˙1+d f2.dx˙2+d f3.dx˙3. (II.31)
Si l’on e´crit ensuite, cette puissance par unite´ de volume de la configuration actuelle, on
obtient l’expression :
W˙
dV
=
d f1
dx2dx3
.
dx˙1
dx1
+
d f2
dx1dx3
.
dx˙2
dx2
+
d f3
dx1dx2
.
dx˙3
dx3
= T1.L1+T2.L2+T3.L3, (II.32)
ou` les Ti sont les valeurs principales du tenseur des contraites Cauchy et les Li les valeurs
principales du tenseur gradient de vitesse.
On en de´duit ainsi que les tenseurs T et L sont conjugue´s en terme de puissance et la puissance
des eﬀorts inte´rieurs peut alors s’e´crire sous la forme suivante :
Pint =
Z
dV
T : LdV. (II.33)
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De la meˆme manie`re, cette puissance peut eˆtre e´crite par unite´ de volume de la configu-
ration initiale cette fois-ci, on obtient l’expression :
W˙
dV0
=
d f1
dX2dX3
.
dx˙1
dX1
+
d f2
dX1dX3
.
dx˙2
dX2
+
d f3
dX1dX2
.
dx˙3
dX3
= T01.F˙1+T02.F˙2+T03.F˙3, (II.34)
ou` les T0i sont les valeurs principales du premier tenseur des contraintes de Piola Kirchhoﬀ et
les F˙i les valeurs principales de la de´rive´e du tenseur gradient de la transformation (attention
ici si T0 n’est pas syme´trique, il faut eˆtre beaucoup plus prudent).
On en de´duit ainsi que les tenseurs T0 et F˙ sont conjugue´s en terme de puissance et la
puissance des eﬀorts inte´rieurs peut alors s’e´crire sous la forme suivante :
Pint =
Z
dV0
T0 : F˙dV0. (II.35)
En manipulant les formules mathe´matiques, on peut e´crire la puissance des eﬀorts inte´-
rieurs sous la forme :
Pint =
Z
dV0
S : E˙dV0. (II.36)
ce qui permet de conclure que les tenseurs S et E˙ sont conjugue´s en terme de puissance.
II.1.2 Mode`les non-dissipatifs
Il a e´te´ constate´ que les e´lastome`res charge´s apre`s relaxation convergent vers un e´tat dit
stationnaire ou encore d’e´quilibre ; ceci est souvent interpre´te´ comme indiquant l’existence
d’une densite´ d’e´nergie de de´formation hypere´lastique caracte´risant le mate´riau pour une
vitesse de de´formation infiniment lente. Ainsi, dans ce paragraphe, une partie des lois hyper-
e´lastiques de´veloppe´es pour caracte´riser cet e´tat du mate´riau sera synthe´tise´e en comparant
leur eﬃcacite´. Enfin, des phe´nome`nes supple´mentaires tels que la teneur en charges et l’ef-
fet Mullins seront pris en compte ; ces phe´nome`nes viennent modifier cet e´tat d’e´quilibre en
fonction de la de´formation applique´e et de l’histoire des de´formations pre´ce´demment subies.
a) Pre´liminaires - Lien avec la me´canique des milieux continus
Les lois constitutives hypere´lastiques sont la plupart du temps e´crites en terme de densite´
d’e´nergie de de´formation U. La densite´ d’e´nergie de de´formation est une grandeur scalaire
objective et de ce fait est une e´nergie inde´pende de la rotation R. Elle est donc souvent e´crite
en fonction du tenseur de dilatation U, du tenseur de dilatation de Cauchy-Green droit C,
du tenseur de de´formation de Green Lagrange E, des invariants de C : I1, I2 et I3 ou encore
en fonction des dilatations principales λ1, λ2 et λ3 (toutes ces quantite´s e´tant inde´pendantes
de R).
Comme e´voque´ dans le paragraphe pre´ce´dent, les tenseurs S et E sont conjugue´s en terme
de travail, une fois la densite´ d’e´nergie de de´formation exprime´e en terme du tenseur E, on
calcule les composantes du tenseur des contraintes S par la relation suivante :
S= ∂U
∂E
; (II.37)
ou encore, en utilisant la relation E = 12(C− 1), on obtient les composantes du tenseur des
contraintes S via la densite´ d’e´nergie de de´formation exprime´e en terme du tenseur C :
S= ∂U
∂C
∂C
∂E
= 2
∂U
∂C
. (II.38)
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Si l’on utilise la relation T= J−1FSFT, on exprime cette fois-ci les composantes du tenseur
des contraintes T via la densite´ d’e´nergie de de´formation exprime´e en terme du tenseur C :
T= 2J−1F∂U
∂C
FT . (II.39)
Conside´rons le cas particulier ou` R = 1 c’est a` dire F = U, si l’on se place dans la base
principale de U avec pour valeurs propres les λi, l’expression pre´ce´dente s’e´crit en fonction
des λi sous la forme :
Ti = 2J−1λ2i
∂U
∂Ci
= 2J−1λ2i
∂U
∂λi
∂λi
∂Ci
= J−1λi
∂U
∂λi
. (pas de somme sur i) (II.40)
Enfin, on peut aussi raisonner en terme d’invariants et cette fois-ci obtenir les composantes
du tenseur des contraintes T via la densite´ d’e´nergie de de´formation exprime´e en terme des
invariants I1, I2 et I3 (U =U(I1, I2, I3) :
T= 2J−1
￿￿
∂U
∂I1
+ I1
∂U
∂I2
￿
B− ∂U
∂I2
B2
￿
+
∂U
∂J
. (II.41)
expression obtenue a` partir de la relation pre´ce´dente en introduisant les invariants :
Ti = J−1λi
￿
∂U
∂I1
∂I1
∂λi
+
∂U
∂I2
∂I2
∂λi
+
∂U
∂I3
∂I3
∂λi
￿
= 2J−1
￿￿
∂U
∂I1
+ I1
∂U
∂I2
￿
λ2i −
∂U
∂I2
λ4i + I3
∂U
∂I3
￿
. (II.42)
Dans le cas particulier de de´formations incompressibles, J vaut 1 ce qui entraˆıne l’exis-
tence d’une pression inde´termine´e p* qui doit eˆtre de´termine´e par les e´quations d’e´quilibre.
L’e´quation pre´ce´dente se re´duit dans ce cas de la manie`re suivante :
T= 2
￿￿
∂U
∂I1
+ I1
∂U
∂I2
￿
B− ∂U
∂I2
B2
￿
− p*1. (II.43)
b) Mode`les hypere´lastiques utilisant diﬀe´rentes formulations de la densite´
d’e´nergie de de´formation en fonction des invariants
Dans le cas d’un mate´riau isotropique hypere´lastique, il est possible d’exprimer la densite´
d’e´nergie de de´formation en fonction des invariants (Ii) et de parame`tres mate´riaux (pi).
U = Uˆ(I1, I2, I3; pi). (II.44)
Dans la plupart des cas, les e´lastome`res sont conside´re´s comme incompressibles ; ainsi on
a I3 = 1 et donc cet invariant n’intervient pas dans l’expression de la densite´ d’e´nergie de
de´formation. Cependant ceci entraˆıne la condition nullite´ de U en l’absence de de´formation.
Ainsi, la forme ge´ne´rale de donne´e par Rivlin est la suivante :
UR =
∞
∑
i, j=0
Ci j(I1−3)i(I2−3)j avec C00 = 0. (II.45)
La plupart des mode`les tre`s connus sont des cas particuliers du mode`le de Rivlin.
La premier est le Ne´o-Hooke´en qui s’exprime sous la forme suivante :
UNH =C10(I1−3). (II.46)
Ce mode`le ne conside`re que la contribution du premier invariant et ne fait appel qu’a` un seul
parame`tre mate´riau.
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D’apre`s l’e´quation II.43, l’expression des contraintes de Cauchy correspondant au mode`le
Ne´o-Hooke´en est la suivante :
TN H = 2C10B− p*1. (II.47)
Ou encore dans le cas d’une traction uniaxiale ou` une de´formation ε est applique´e suivant
e1 :
T1N H = 2C10
￿
(1+ ε)2− 1
(1+ ε)
￿
. (II.48)
Le parame`tre mate´riau C10 est lie´ au module aux faibles de´formations et vaut : E6 , avec E le
module d’Young.
Le mode`le de Mooney-Rivlin (Mooney, 1940) conside`re lui la contribution des deux pre-
miers invariants et ne´cessite l’utilisation de deux parame`tres mate´riaux ; son expression est
la suivante :
UMR =C10(I1−3)+C01(I2−3), (II.49)
aboutissant aux contraintes de Cauchy suivantes :
TMR = 2C10B+2C01(I1B−B2)− p*1, (II.50)
et dans le cas particulier d’une traction uniaxiale ou` une de´formation ε est applique´e suivant
e1, on a :
T1MR = 2
￿
C10+
C01
(1+ ε)
￿￿
(1+ ε)2− 1
(1+ ε)
￿
. (II.51)
Sur la figure II.1 sont compare´es les donne´es expe´rimentales pour diﬀe´rents cas de sollici-
tations obtenues par Treloar (Treloar, 1949) avec le mode`le de Mooney-Rivlin.
On constate que le mode`le de Mooney-Rivlin repre´sente tre`s bien le comportement aux
petites de´formations et cela pour les diﬀe´rentes sollicitations applique´es, cependant il est inca-
pable de pre´dire l’augmentation de rigidite´ observe´e pour les grands niveaux de de´formation.
Le mode`le de Gent (Gent, 1996) est lui aussi un mode`le ne´cessitant deux parame`tres
mate´riaux, il s’e´crit de la manie`re suivante :
UG =−E6 JM ln
￿
1− J1
JM
￿
(II.52)
ou` J1 = (I1− 3) et JM la valeur maximale de J1, valeur pour laquelle le mate´riau atteint sa
limite d’extensibilite´.
Si l’on de´veloppe cette expression, on obtient l’expression e´quivalente :
UG =
E
6
￿
(I1−3)+ 12JM (I1−3)
2+
1
3J2M
(I1−3)3+ ...+ 1(n+1)JnM
(I1−3)n+1
￿
(II.53)
mettant en e´vidence le fait que ce mode`le est une combinaison de terme de diﬀe´rents ordres
de l’invariant I1. Ce mode`le a` l’avantage d’utiliser diﬀe´rents ordres de I1 tout en utilisant que
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Fig. II.1 – Comparaison du mode`le de
Mooney-Rivlin avec les donne´es expe´rimen-
tales obtenues par Treloar (Arruda and
Boyce, 2000).
Fig. II.2 – Comparaison du mode`le Gaus-
sian et du mode`le de Gent (pour JM = 100 ;
ce qui entraˆıne une limite d’extensibilite´ pour
λ= 10) (Gent, 1996)
deux parame`tres mate´riaux.
Les contraintes de Cauchy correspondantes sont les suivantes :
TG =
E
6
1
(1− J1JM )
B− p*1 (II.54)
et dans le cas particulier d’une traction uniaxiale ou` une de´formation ε est applique´e suivant
e1, on a :
T1G =
E
3
((1+ ε)2− 1(1+ε) )
(1− J1JM )
=
T1N H
(1− J1JM )
(II.55)
La figure II.2 compare le mode`le de Gent avec le mode`le Gaussien, mode`le qui sera aborde´
par la suite et qui n’est autre qu’un mode`le e´quivalent du mode`le Ne´o-Hooke´en.
Pour de faibles niveaux de de´formation, on constate que le mode`le de Gent est identique
au mode`le Ne´o-Hooke´en et on note de plus que ce mode`le a l’avantage d’eˆtre aussi capable
de repre´senter le comportement des e´lastome`res aux grandes de´formations c’est a` dire une
augmentation brutale de la rigidite´ comme il a e´te´ pre´sente´ au chapitre I section I.1.2b).
Ainsi de nombreuses combinaisons des deux premiers invariants sont possibles toutefois
un bon mode`le est un mode`le avec peu de parame`tres mate´riau auxquels une signification
physique peut eˆtre attribue´e et que l’on peut de´terminer avec un nombre d’essais limite´.
68 CHAPITRE II. MODE`LE DE COMPORTEMENT
c) Mode`les hypere´lastiques utilisant diﬀe´rentes formulations de la densite´
d’e´nergie de de´formation en fonction des dilatations principales
Ces mode`les sont aussi relatifs aux mate´riaux ayant un comportement isotropique hyper-
e´lastique, et cette fois-ci, la densite´ d’e´nergie de de´formation est exprime´e en fonction des
dilatations principales (λi) et de parame`tres mate´riaux (pi).
U = Uˆ(λi; pi). (II.56)
La forme ge´ne´rale de ce type de mode`le est la suivante :
U =
3
∑
i=1
u(λi), (II.57)
ou` la fonction u a` la meˆme forme quel que soit la direction principale concerne´e.
On peut remarquer qu’il est possible d’e´crire le mode`le Ne´o Hooke´en sous cette forme en
posant : u(λi) =C10(λ2i −1).
Le mode`le d’Ogden (Ogden, 1972), se pre´sente sous la forme suivante :
UO =∑
n
µn
αn
(λαn1 +λ
αn
2 +λ
αn
3 −3), (II.58)
pour lequel αn et µn sont des parame`tres mate´riaux a` identifier. Il est a` noter que les valeurs
de ces parame`tres peuvent eˆtre des nombres rationnels.
Les contraintes de Cauchy correspondantes s’e´crivent sous la forme :
TiO =∑
n
µnλαni − p*. (II.59)
Le nombre de termes n peut eˆtre ajuste´ en fonction des cas mais il a e´te´ observe´ de tre`s bon
re´sultats meˆme pour les grandes valeurs de de´formation a` partir de n= 3 ce qui entraˆıne un
minimum de parame`tres ne´cessaires de 6.
d) Mode`les hypere´lastiques statistiques
Dans ce type de mode`le, on s’attache a` conside´rer l’e´lastome`re comme constitue´ d’un
re´seau de chaˆınes macromole´culaires. Il est important de retenir que l’e´lasticite´ de ce type de
mate´riau (a` tempe´rature constante) rele`ve dans sa quasi globalite´ de la variation d’entropie
cause´e par l’extension de ces longues chaˆınes. C’est dans cette optique, des outils statistiques
sont utilise´s pour de´terminer de la manie`re la plus pre´cise possible les configurations les plus
probables du re´seau macromole´culaire avec la de´formation impose´e (Treloar, 1949).
Mode`le statistique Gaussien
Dans le cadre de l’e´tude statistique, une longue chaˆıne du re´seau macromole´culaire est
de´finie par (voir figure II.3) :
- ses deux extre´mite´s (qui dans le cas re´e´l sont des points de re´ticulation),
- sa longueur entre deux extre´mite´s r,
- son nombre de liens rigides N, c’est a` dire des liaisons Carbone-Carbone ou motif repre´sen-
tatif (pouvant comprendre plusieurs chaˆınes carbone´es avec des groupes late´raux) que l’on
suppose sche´matiquement relie´ entre eux par des liaisons rotules. La longueur de ces liens
rigides est constante et est note´e l,
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Fig. II.3 – Sche´matisation d’une chaˆıne ma-
cromole´culaire
Fig. II.4 – Sche´matisation des mouvements
possibles des liaisons rotules de la chaˆıne
(Treloar, 1949)
- sa longueur totale L (e´tirement maximum entre deux points de re´ticulation), on a donc
L= Nl.
Le vecteur longueur r entre les deux extre´mite´s de la chaˆıne s’e´crit : r= re avec r norme
du vecteur et e un vecteur unitaire oriente´ par r.
Les extre´mite´s n’ont pas de degre´ de liberte´ (contraint par la liaison avec une autre chaˆıne)
mais le mouvement des liaisons rotules lui est libre (voir figure II.4 ) : la chaˆıne peut donc
prendre une multitude de configurations. L’e´tat entropique le plus probable, celui qui maxi-
mise l’entropie, est le cas ou` r= 0 ; en eﬀet, c’est dans ce cas que le nombre de configurations
possibles est le plus important. De ce fait, dans les autres cas, c’est-a`-dire r ￿= 0, il faut exercer
une force sur les chaˆınes et les chaˆınes exercent une force inverse pour revenir a` leur configu-
ration la plus stable.
L’expression de cette force dans le cas d’une chaˆıne seule s’exprime alors de la manie`re sui-
vante :
fchain =−θ∂∆s∂r (II.60)
avec θ la tempe´rature absolue, ∆s la variation de l’entropie en terme de configurations possibles
et r la distance entre les deux extre´mite´s.
Meˆme sous sollicitation, la chaˆıne va chercher a` se mettre dans la configuration qui maximise
son entropie.
L’entropie de la chaˆıne, quel que soit l’allongement applique´, peut eˆtre de´termine´e par la
probabilite´ qu’une chaˆıne ayant une de ces extre´mite´s en A(0,0,0) (espace euclidien) ait son
autre extre´mite´ en B(x,y,z) dans le petit volume dτ= dxdydz. La figure II.6 illustre ce propos.
Le mode`le Gaussien aﬃrme que, dans le cas ou` la distance r reste tre`s infe´rieure a` la
longueur totale de la chaˆıne L, la densite´ de probabilite´ s’e´crit de la manie`re suivante :
p(r) =
￿
3
2πNl2
￿ 3
2
exp
￿
− 3r
2
2Nl2
￿
(II.61)
On notera que dans ce mode`le, il y a e´quiprobabilite´ dans toutes les directions x, y et z
(r2 = (x2+ y2+ z2)), chaque lien rigide peut e´voluer inde´pendamment des autres liens ; ceci
est possible graˆce a` l’hypothe`se r << Nl. Le domaine de validite´ de cette solution statistique
est approximativement : r < Nl3 .
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Fig. II.5 – Probabilite´ de configuration d’une chaˆıne (Treloar, 1949)
Ensuite, d’apre`s le re´sultat de Boltzmann (Treloar, 1949), la variation d’entropie de la
chaˆıne statistique est proportionnelle au logarithme du nombre de configurations possibles,
soit :
∆s= k ln
￿
p(r)dxdydz
￿
(II.62)
avec k constante de Boltzmann.
Puis, en utilisant le re´sultat de l’e´quation (II.61) on parvient a` l’expression suivante (en
supprimant les constantes) :
∆s=−k( 3
2Nl2
)r2 (II.63)
Ainsi, la force exerce´e par une chaˆıne macromole´culaire lorsque l’on cherche a` l’allonger
s’e´crit de la manie`re suivante :
fchain =−θ∂∆s∂r =
3kθ
l
￿ r
Nl
￿
(II.64)
On pourra noter la de´pendance line´aire de la force avec la distance r impose´e.
Conside´rons maintenant un re´seau de chaˆınes soumis a` une de´formation macroscopique
dont les dilatations principales dans les directions x, y et z sont respectivement λ1, λ2 et λ3, et
supposons que le re´seau de chaˆınes se de´forme de manie`re aﬃne avec la de´formation impose´e.
De plus, les chaˆınes macromole´culaires e´tant lie´es entre elles par des liaisons chimiques, au
repos, la distance r = r0 est non-nulle. Ainsi, ces suppositions entraˆınent que pour chaque
chaˆıne, a` l’e´quilibre, une des extre´mite´s est en (0,0,0) et l’autre en (x0,y0,z0) et lorsque la
sollicitation est applique´e la position de cette dernie`re extre´mite´ devient (λ1x0,λ2y0,λ3z0). Et
l’expression de la variation d’entropie du re´seau de chaˆınes s’exprime par la relation suivante :
∆S=
n
∑
i=1
∆si =−k( 32Nl2 )
￿
(λ21−1)
n
∑
i=1
x02i +(λ22−1)
n
∑
i=1
y02i +(λ23−1)
n
∑
i=1
z02i
￿
(II.65)
ou` n est le nombre de chaˆınes par unite´ de volume initial.
Et comme e´voque´ pre´ce´demment l’hypothe`se d’isotropie e´tant choisie, chaque somme
(dans chacune des trois directions) est e´gale a` ∑ni=1
r02i
3 et ∑
n
i=1 r02i = n(r¯20) ou` r¯0 est la moyenne
quadratique de r0 dont la valeur est
√
Nl ; d’ou` l’expression finale de la variation d’entropie
du re´seau de chaˆıne :
∆S=−nk
2
(λ21+λ22+λ23−3). (II.66)
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On constate que la variation d’entropie du re´seau de chaˆıne ne de´pend plus de l ni de
r mais seulement du nombre de chaˆınes par unite´ de volume initial ; cependant la condition
r < Nl3 reste implicitement ne´cessaire.
Ce qui permet d’aboutir a` l’e´criture de la densite´ d’e´nergie de de´formation qui pour les
e´lastome`res est globalement relie´e, a` tempe´rature constante, a` la variation de l’entropie :
U =−θ∆S= nkθ
2
(λ21+λ22+λ23−3), (II.67)
ou` µ= nkθ est le module de cisaillement du mate´riau.
On note que le mode`le Gaussien est en fait un mode`le de type Ne´o Hooke´en. Ce mode`le
permet d’approximer le comportement pour de faibles niveaux de de´formations : il ne peut
pas repre´senter le comportement aux grandes de´formations.
Mode`le statistique Non-Gaussien
Les chaˆınes macromole´culaires sont de nouveau conside´re´es comme sche´matise´es sur la
figure II.3. Dans le cas Gaussien, on se plac¸ait dans le cas ou` r<< Nl c’est a` dire que l’exten-
sion impose´e a` la chaˆıne e´tait faible (en eﬀet, dans le cas r = Nl, la chaˆıne est comple`tement
e´tire´e) ; ainsi chaque lien rigide pouvait se tourner librement, inde´pendamment des autres.
Ici, on ne conside`re pas cette restriction d’allongement, on introduit des angles θi de´finissant
l’angle du lien rigide par rapport a` l’horizontal permettant d’e´crire la distance r de la manie`re
suivante :
r = l
N
∑
i=1
cosθi. (II.68)
On s’inte´resse ensuite a` la distribution des angles θi la plus probable (configuration du
re´seau macromole´culaire) en fonction du rapport rNl . Cette densite´ de probabilite´ a la forme
suivante :
ln p(r) = c−N
￿
r
Nl
β+ ln β
sinhβ
￿
, (II.69)
ou` c est une constante et β est donne´ par L(β), la fonction de Langevin e´tant de´finie par
r
Nl = coth(β)− 1β = L(β) avec β= L -1
￿ r
Nl
￿
.
La figure II.6 donne la forme de cette distribution en fonction du rapport rNl .
Fig. II.6 – Distribution des angles θi en fonction du rapport rNl (Treloar, 1949)
72 CHAPITRE II. MODE`LE DE COMPORTEMENT
On constate que lorsque r << Nl la distribution la plus probable est circulaire, aucune
direction n’est privile´gie´e, les segments peuvent tourner librement ; en revanche lorsque r ap-
proche Nl la distribution est de plus en plus oriente´e par la direction de sollicitation et les
mouvements possibles des segments de´pendent fortement de ceux de leurs voisins.
D’ou` l’expression de la variation d’entropie d’une chaˆıne (Treloar, 1949) :
∆s=−kN
￿
r
Nl
β+ ln β
sinh(β)
￿
. (II.70)
Il est inte´ressant de noter que la fonction de Langevin peut eˆtre approxime´e par le de´ve-
loppement suivant (Treloar, 1949) :
L−1(x) = 3x+ 9
5
x3+
297
175
x5+
1539
875
x7+ ... (II.71)
ou encore en utilisant l’approximation de Pade´ sous la forme suivante :
L−1(x)￿ x
￿
3− x2￿￿
1− x2￿ +O￿x6￿. (II.72)
Ainsi lorsque x = rNl est proche de ze´ro, la fonction inverse de Langevin tend vers la droite
y= 3x et quand x tend vers 1 (r proche de Nl) elle augmente asymptotiquement.
Ceci nous permet alors d’e´crire a` partir de la variation d’entropie d’une chaˆıne l’expression
de la force a` exercer pour e´tendre la chaˆıne :
fchaine(r)￿ kθl ·
r
Nl
·
￿
3− ( rNl )2
￿￿
1− ( rNl )2
￿ (II.73)
Plusieurs mode`les ont e´te´ construits sur la base de la the´orie statistique non-Gaussienne
en l’appliquant a` un re´seau de chaˆınes contenu dans un volume e´le´mentaire ; ainsi les mode`les
a` 3, 4 puis 8 chaˆınes ont e´te´ de´veloppe´s.
Le plus utilise´ est le mode`le a` huit chaˆınes d’Arruda et Boyce (Arruda and Boyce, 1993) qui
est un mode`le 3D caracte´risant un re´seau macromole´culaire ale´atoirement oriente´.
Mode`le a` huit chaˆınes (Arruda and Boyce, 1993)
Le volume e´le´mentaire du re´seau conside´re´ est constitue´ de huit chaˆınes localise´es le long
des diagonales du cube : une des extre´mite´s est le centre du cube et l’autre une extre´mite´ du
cube comme illustre´ sur la figure II.7.
Une de´formation macroscopique dont les dilatations principales dans les directions x, y
et z sont respectivement λ1, λ2 et λ3 est applique´e puis le cube est choisi aligne´ avec les
directions principales de cette sollicitation, il se de´forme ainsi selon les directions principales.
Graˆce a` la syme´trie de la structure choisie, le point de jonction inte´rieur reste au centre du
cube lorsque l’on applique une de´formation, de plus, les chaˆınes sont re´parties de manie`re
isotropique, elles ne s’alignent pas avec la direction de la sollicitation et peuvent pivoter
pour s’accommoder a` la de´formation applique´e. L’extension n’est plus aﬃne dans ce cas et
l’on conside`re un allongement moyen isochorique pour chaque chaˆıne appele´ λchain qui ve´rifie
l’e´quation suivante :
λchain =
￿￿
1
3
(λ12+λ22+λ32)
￿
=
￿￿
I1
3
￿
. (II.74)
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Fig. II.7 – Mode`le a` huit chaˆınes d’Arruda-Boyce (Arruda and Boyce, 1993)
Ainsi, on a λchain = rr0 =
r√
Nl
, d’ou` rNl =
λchain√
N
et la variation d’entropie d’une chaˆıne de ce
re´seau qui s’e´crit alors de la manie`re suivante :
∆s=−kN
￿
λchain√
N
βchain+ ln
βchain
sinh(βchain)
￿
avec βchain = L -1
￿
λchain√
N
￿
. (II.75)
Et donc pour n chaˆınes par unite´ de volume (n8 cellules unite´s par volume), la densite´
d’e´nergie de de´formation correspondante a la forme suivante :
UAB = nkθN
￿
λchain√
N
βchain+ ln
βchain
sinh(βchain)
￿
. (II.76)
Les contraintes de Cauchy correspondantes ont alors la forme suivante :
TAB =
nkθ
3
√
N
λchain
L -1
￿
λchain√
N
￿
B− p∗1. (II.77)
La figure II.8 illustre les re´sultats nume´riques obtenus en appliquant ce mode`le pour diﬀe´-
rents cas de sollicitations : traction uniaxiale, biaxiale et en cisaillement. On pourra remarquer
que le cas particulier d’une traction equi-biaxiale (suivant les directions 1 et 2 par exemple)
est e´quivalent a` un essai de compression (suivant la direction 3).
On constate que le mode`le a` huit chaˆınes est capable de repre´senter correctement le com-
portement du mate´riau sur toute la gamme de de´formation applique´e et pour diﬀe´rentes
sollicitations avec seulement deux parame`tres mate´riau µ = nkθ et N. On notera que le pa-
rame`tre µ se rapporte a` la pente a` l’origine et N a` l’augmentation brutale de rigidite´ aux
grandes de´formations (en eﬀet la fonction Langevin tend vers l’infini en λchain =
√
N). Le cas
de la traction biaxiale et donc aussi celui de la compression restent les moins bien repre´sente´s
mais la tendance globale est toutefois respecte´e.
Enfin, on peut comparer le mode`le a` huit chaˆınes d’Arruda-Boyce avec le mode`le de Gent
e´voque´ pre´ce´demment (voir figure II.9) ; on constate que ces mode`les sont tre`s proches, ils ne
comptent que deux parame`tres mate´riau et reposent sur la prise en compte de termes d’ordre
supe´rieur de l’invariant I1.
Ces mode`les parviennent a` pre´voir le comportement sur toute la gamme de de´formation
applique´e sans utiliser le deuxie`me invariant (I2). Cependant, comme le souligne Diani et Rey
(Lambert-Diani and Rey, 1999) dans leur article, c’est notamment la non prise en compte du
deuxie`me invariant qui explique en partie l’erreur de repre´sentation dans le cas de sollicitations
biaxiales. D’autres mode`les comme celui de Flory-Erman (Flory and Erman, 1982) ou celui
de Gent-Thomas (Gent and Thomas, 1958) ame´liorent les pre´dictions des mode`les d’Arruda-
Boyce ou de Gent en ajoutant une contribution de´pendante du deuxie`me invariant.
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Fig. II.8 – Comparaison du mode`le a` huit
chaˆınes avec les donne´es expe´rimentales de
Treloar (Arruda and Boyce, 1993)
Fig. II.9 – Comparaison entre le mode`le a`
huit chaˆınes et le mode`le de Gent (Arruda
and Boyce, 2000)
e) Anisotropie
Les mode`les pre´sente´s dans les paragraphes pre´ce´dents permettent de simuler le compor-
tement de mate´riaux isotropiques hypere´lastiques mais ne permettent pas de tenir compte de
phe´nome`nes d’anisotropie.
Diani et ses colle`gues (Diani et al., 2004), propose un mode`le applicable a` la fois pour les
mate´riaux isotropes et anisotropes. Ce mode`le s’appuie sur les directions mate´rielles et non
sur les directions principales comme cela est le cas pour les mode`les pre´ce´dents.
Soit un ensemble de n directions mate´rielles ui (de´compose´es dans une base de l’espace
R(e1,e2,e3) sous la forme ui(ui1,ui2,ui3)), la densite´ d’e´nergie de de´formation associe´e a` ce
mode`le s’e´crit sous la forme :
U(F) =
n
∑
i=1
ωi ·wd
￿ vi
￿ui￿2
￿
, avec ￿ui￿=
￿
ui1
2+ui2
2+ui3
2
￿ 1
2
, (II.78)
avec ωi repre´sentant un poids dans la direction ui et wd une densite´ d’e´nergie de de´forma-
tion e´le´mentaire telle que celles e´nume´re´es dans les paragraphes pre´ce´dents. Le scalaire vi
repre´sente l’allongement dans la direction ui et s’exprime sous la forme :
vi2 =
￿
Fui
￿T · ￿Fui￿=Ckluikuil. (II.79)
Pour de´finir ces directions mate´rielles des polye`dres re´guliers sont conside´re´s comme par
exemple le te´trae`dre, le cube, l’octae`dre ... L’ensemble des directions mate´rielles n conside´re´es
correspond a` la jonction entre le centre du polye`dre et ses sommets. On retrouve ainsi, dans
le cas particulier du cube, les huit chaˆınes de´finies par Arruda et Boyce (Arruda and Boyce,
1993) pre´sente´es au paragraphe pre´ce´dent.
Ensuite, pour des mate´riaux isotropes, les poids ωi sont pris identiques ; en revanche, en
aﬀectant des poids ωi diﬀe´rents selon les directions mate´rielles il est possible de tenir compte
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de phe´nome`nes d’anisotropie.
Par exemple, le mode`le de Diani et ses colle`gues applique´ a` la densite´ d’e´nergie de´finie par
Arruda-Boyce (Arruda and Boyce, 1993) et repris dans l’equation (II.76) s’e´crit alors sous la
forme :
U =
n
∑
i=1
ωi ·nkθN
￿
vi√
N
βi+ ln β
i
sinh(βi)
￿
avec βi = L−1
￿ vi√
N
￿
. (II.80)
Dans l’article (Diani et al., 2004), Diani et ses colle`gues parviennent, en utilisant un
mode`le construit a` partir de l’assemblage des 8 directions d’un cube et des 6 directions d’un
octae`dre, a` simuler un phe´nome`ne d’anisotropie duˆ a` un proce´de´ de fabrication. La figure II.10
repre´sente le comportement anisotrope d’un caoutchouc naturel obtenu par calendrage qui
pre´sente des re´ponses diﬀe´rentes suivant que la direction de traction soit celle du calendrage
ou sa direction transverse ; les simulations obtenues a` l’aide du mode`le sont superpose´es a` ces
courbes expe´rimentales.
Fig. II.10 – Simulation de la re´ponse anisotrope d’un caoutchouc naturel obtenu par calen-
drage (Diani et al., 2004)
On constate que le mode`le propose´ parvient bien a` tenir compte de l’anisotropie du
mate´riau.
f) Compressibilite´
La plupart du temps, les e´lastome`res sont conside´re´s comme incompressibles, cependant,
en re´alite´, ils sont quasi-compressible et dans certains cas, il est ne´cessaire de tenir compte
de leur compressibilite´. Lorsque l’on conside`re le mate´riau comme e´tant incompressible, on
suppose son module de compressibilie´ (κ) tre`s supe´rieur au module de cisaillement (G). En
revanche, dans ce cas compressible, ces deux quantite´s deviennent du meˆme ordre et la condi-
tion J = 1 est remplace´e par :
J = detF=
√
detB=
￿
I3. (II.81)
Comme synthe´tise´ dans l’article de Arruda et Boyce (Arruda and Boyce, 2000), une des
me´thodes utilise´e consiste a` de´composer la densite´ d’e´nergie de de´formation en une partie
de´viatoriqueUD (inde´pendante de la pression hydrostatique) et une partie hydrostatiqueUH .
Pour ce faire, il s’agit de construire la partie isochorique du gradient de la transformation F¯
de la manie`re suivante :
F¯= J−
1
3F; (II.82)
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on obtient bien ainsi det F¯=
￿
J−
1
3
￿3 ·detF= J−1J = 1 .
La meˆme transformation est a` apporter aux tenseurs des dilatations B et C ainsi qu’aux
invariants Ii et aux dilatations principales λi permettant d’e´crire la densite´ d’e´nergie de de´-
formation sous la forme :
Ucomp = UˆD(I¯1, I¯2)+ UˆH (J), (II.83)
avec I¯1 = J−
2
3 I1 et I¯2 = J−
4
3 I2 puisque B¯= F¯F¯T = J− 23FFT = J− 23B .
Ensuite dans ce cas, l’e´quation (II.41) permettant d’obtenir les contraintes de Cauchy
devient :
T= 2J−1
￿￿
∂U
∂I¯1
+ I¯1
∂U
∂I¯2
￿
B¯￿ − ∂U
∂I¯2
¯(B￿)2
￿
+
∂U
∂J
1, (II.84)
ou` B¯￿ est la partie de´viatorique de B¯ de´finie par B¯￿ = B¯− 13 trace(B¯)1
Tous les mode`les de´crits pre´ce´demment peuvent ensuite eˆtre e´crits en tenant compte de
la compressibilite´.
Pour obtenir un comportement proche de l’incompressiblite´, on doit faire tendre le terme de
pe´nalisation vers ze´ro lorsque la de´formation est nulle. De fac¸on plus de´taille´e, Doll (Doll and
Schweizerhof, 2000) a montre´ que la fonction UˆH (J) doit avoir les proprie´te´s suivantes :
– UˆH (J= 1)= 0 et UˆH (J ￿= 1)> 0, ainsi l’e´nergie de de´formation est nulle si la de´formation
est nulle et l’e´nergie de de´formation est positive
–
∂UˆH
∂J
|J=1 = 0
–
∂2UˆH
∂J2
|J→1 = κ
– UˆH (J→ 0)→+∞ et
∂UˆH
∂J
|J→0 =−∞
– UˆH (J→+∞)→+∞ et
∂UˆH
∂J
|J→+∞ =+∞
–
∂2UˆH
∂J2
≥ 0 condition de convexite´
La forme la plus simple utilise´e est de prendre UˆH comme une fonction de (J−1)n.
Par exemple, dans le cas particulier du mode`le Ne´o Hooke´en, une forme simple consiste
a` e´crire la densite´ d’e´nergie de de´formation associe´e au Ne´o Hooke´en compressible sous la
forme :
UNH comp =C10(I¯1−3)+
κ
2
(J−1)2, (II.85)
ou` κ est le module de compressibilite´.
Les contraintes de Cauchy correspondantes s’expriment alors de la manie`re suivante :
TN H comp =
2C10
J
B¯￿+κ(J−1)1. (II.86)
Il existe d’autres expressions dans la litte´rature (Ogden, 1972) plus complexes.
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Remarques :
– La partie de´viatoriqueUD de la densite´ d’e´nergie de de´formation refle`te les changements
de configurations entropiques (voir mode`les statistiques) alors que la partie hydrosta-
tique UH tient compte des variations d’e´nergie interne.
– Dans le cadre de la the´orie incompressible, la valeur des dilatations principales λ2 et λ3
e´tait connue (en utilisant la relation detF = 1) mais ici λ2 et λ3 sont les inconnues du
proble`me : il faut re´soudre l’e´quation aux de´rive´es partielles.
g) Mode´lisation des eﬀets lie´s a` la pre´sence de charges au sein de l’e´lastome`re
Comme il a e´te´ souligne´ au Chapitre I section I.1.1b), la pre´sence de particules renfor-
c¸antes permet d’augmenter la rigidite´ du mate´riau mais entraˆıne aussi une amplification des
de´formations au sein la matrice. De nombreuses e´tudes ont e´te´ me´ne´es (Mullins and Tobin,
1957),(Bueche, 1961), (Bergstro¨m, 1999) visant a` permettre de tenir compte de l’ajout de
ces charges au sein du mate´riau, de leur proportion, de leur re´partition et forme. Un bon
re´sume´ de ces e´tudes peut eˆtre trouve´ dans la the`se de Jean (Jean, 2009) ou` une mode´lisation
multi-e´chelle tenant compte de la microstructure d’e´lastome`res charge´s a e´te´ mene´e.
Dans un premier temps, ces particules e´tant beaucoup plus rigides que l’e´lastome`re, on
e´met la plupart du temps l’hypothe`se que ces charges ne se de´forment pas sous l’eﬀet de la
sollicitation applique´e. Puis, une des premie`res me´thodes envisage´es est de conside´rer l’e´las-
tome`re charge´ comme un mate´riau composite (e´lastome`re + charges) et consiste a` estimer la
valeur de son module d’Young < E > (module initial aux faibles de´formations) en fonction
du module d’Young de la matrice e´lastome`re Em et de la teneur en charge νh.
Parmi les nombreuses relations existantes, celle de Guth Gold (Guth, 1945) donne l’am-
plification du module d’Young de la matrice avec la teneur en charge suivante :
< E >GG= Em(1+2.5νh+14.1νh2); (II.87)
le terme du premier ordre est relatif a` l’approximation d’Einstein d’une bille dans un plasma ;
il est a` noter qu’en utilisant le coeﬃcient 2.5 on conside`re que les charges ont une forme
sphe´rique. De plus, dans le cadre de ce mode`le, on conside`re la rigidite´ des charges comme
e´tant infinie et la matrice incompressible. Enfin, le terme du second ordre en νh permet
de tenir compte du fait que les particules sont re´parties au sein de la matrice sous forme
d’agglome´rats (comme nous avons pu l’observer au chapitre I section I.1.1c)) et non isole´es ;
il repre´sente les phe´nome`nes d’inte´ractions entre les particules.
De la meˆme manie`re Ponte Casten˜eda (Ponte Castaneda, 1989) ou Govindjee et Simo
(Govindjee and Simo, 1991) par exemple ont cherche´ a` estimer <E> en fonction de la teneur
en charge. Mais ces mode`les permettent d’obtenir une approximation des pentes a` l’origine
et ne sont donc applicables que dans le cas de petites de´formations.
Ensuite, vient le concept de facteur d’amplification X de la de´formation introduit par
Mullins et Tobin (Mullins and Tobin, 1965) que nous avions e´voque´ au Chapitre I section
I.1.1b) permettant de mode´liser le comportement en grandes de´formations. Pour rappel, son
expression est la suivante :
Λ= 1+X .(λ−1), (II.88)
ou` λ est la de´formation applique´e (macroscopique) et Λ la de´formation amplifie´e (e´chelle
microscopique).
Ainsi, dans les expressions de densite´ d’e´nergie de de´formation re´sume´es dans les para-
graphes pre´ce´demments, si l’on souhaite tenir compte de la pre´sence de charges, il suﬃt de
78 CHAPITRE II. MODE`LE DE COMPORTEMENT
conside´rer Λ a` la place de λ et de n’attribuer l’e´nergie de de´formation qu’a` la matrice puisque
les particules sont conside´re´es comme rigides. Ceci donne par exemple dans le cas d’un mo-
de`le Gaussien en traction uniaxiale les contraintes de Cauchy dans la direction de sollicitation
sous la forme suivante :
T = µ(Λ2− 1
Λ
). (II.89)
La plupart des approches sont applique´es de cette manie`re en 1D.
Dans l’approche de Bergstro¨m et Boyce (Bergstro¨m and Boyce, 1999) (puis (Qi and Boyce,
2005)) l’amplification est applique´e dans toutes les 3 directions en amplifiant directement
l’invariant des de´formations I1. Ainsi l’invariant amplifie´ < I1 >m ve´rifie l’expression suivante :
< I1 >m= X(< I1 >−3)+3; (II.90)
permettant ainsi d’exprimer les densite´s d’e´nergie de de´formation de´pendante uniquement du
premier invariant de la fac¸on suivante :
<U >= (1−νh)<U >m, (II.91)
ou` <U >m=U(< I1 >m) et ou` l’e´nergie de de´formation n’est seulement attribue´e a` la pro-
portion de matrice donc a` 1−νh.
La figure II.11 compare les re´sultats expe´rimentaux obtenus par Bergstro¨m et Boyce pour
un Chloropre`ne charge´ a` 15 % de noir de carbone pour les diﬀe´rentes approximations e´voque´es
pre´ce´demment.
Fig. II.11 – Comparaison des diﬀe´rents mode`les (Bergstro¨m and Boyce, 1999)
Quatre de ces mode`les sont capables de pre´voir le module aux faibles de´formations. En-
suite, les mode`les de Guth-Gold, Ponte Casten˜eda et Bergstro¨m et Boyce simulent assez bien
la tendance jusqu’aux moyennes de´formations. En revanche, seul le mode`le de Bergstro¨m
et Boyce semble bien repre´senter le comportement du mate´riau en fonction de sa teneur en
charge sur toute la plage de de´formation applique´e. De plus, on constate que les autres mode`les
sont de moins en moins repre´sentatif lorsque la teneur en charges devient plus importante.
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h) Mode´lisation de l’eﬀet Mullins
Comme nous l’avons e´voque´ au Chapitre I section I.1.3a), les e´lastome`res sont fortement
de´pendants de l’histoire des de´formations applique´es et pre´sentent un eﬀet Mullins prononce´.
Plusieurs mode`les ont e´te´ de´veloppe´s afin de pouvoir pre´voir le comportement du mate´riau en
tenant compte de l’histoire des de´formations vue par celui-ci. Nous en pre´senterons quelques
uns dans ce paragraphe. Pour cela, ces mode`les de´pendent notamment du niveau d’allonge-
ment maximal (λmax) vu par le mate´riau.
Nous avons vu que l’eﬀet Mullins e´tait souvent associe´ a` une forme d’endommagement ;
c’est dans cette optique que Simo (Simo, 1987) a mis en place un mode`le, tenant compte de
l’eﬀet Mullins, en rajoutant un facteur d’endommagement scalaire, de´pendant de l’allonge-
ment maximal subi par le mate´riau depuis sa toute premie`re sollicitation, aux lois hypere´las-
tiques pre´ce´demment de´crites. L’expression de ce mode`le est la suivante :
W =
￿
1−D(λmax)
￿
W0 (II.92)
Ensuite, Qi et Boyce (Qi and Boyce, 2004) mode´lisent l’adoucissement de la contrainte
au sein du mate´riau duˆ a` l’eﬀet Mullins par un adoucissement de la partie inde´pendante du
temps avec la de´formation applique´e en reprenant le concept propose´ par Mullins et Tobin
(Mullins and Tobin, 1957) ou` le mate´riau est de´compose´ en deux parties : une partie souple
(de proportion νs) et une partie dure (de proportion νh). Le principe est le suivant : sous
l’eﬀet de la sollicitation applique´e, la partie dure se voit endommage´e ce qui entraˆıne une
diminution de sa proportion au profit de la partie souple et donc a` un adoucissement de la
contrainte.
Dans le cas des e´lastome`res charge´s, la partie dure contiendrait e´videmment les charges mais
pas seulement, toutes les parties rigidifiantes telles que points de re´ticulations ou encheveˆ-
trements peuvent eˆtre associe´es a` la partie dure. De plus, les parties de matrice “ enferme´es
”, comme repre´sente´es figure I.6, peuvent eˆtre conside´re´es comme composante de la phase
dure ; en eﬀet prote´ge´e par l’agglome´rat, la matrice enferme´e ne verra pas de de´formation
tant que l’agglome´rat ne sera pas endommage´ et agira donc comme une partie dure. Ainsi, Qi
et Boyce, dans leur e´tude d’un Polyure´thane (TPU : non charge´ mais pre´sentant des segments
durs dans une matrice souple), de´finissent une loi donnant l’e´volution de la partie souple avec
la de´formation de la manie`re suivante :
νs = νss− (νss−νs0).exp(−A. Λchain−1√
N−Λchain
), (II.93)
ou` Λchain =
￿
<I1>m
3 , νs0 est la proportion de phase molle a` l’instant initial et νss la propor-
tion maximale en phase molle qui peut eˆtre atteinte ; sachant que meˆme apre`s avoir subi de
grandes de´formations, il persiste une proportion de phase dure.
Cet assouplissement est donc irre´versible et le parame`tre Λmaxchain caracte´rise l’histoire du ma-
te´riau a` chaque instant. En eﬀet, il est conside´re´ que la proportion en phase molle reste
fixe si l’on de´charge le mate´riau et cette quantite´ ne re´e´voluera plus tant que la valeur de
de´formation maximale pre´ce´demment atteinte ne sera pas de´passe´e.
ν˙s = A(νss−νs)
√
N−1√
N−Λmaxchain
Λ˙maxchain, (II.94)
avec Λ˙maxchain =
￿
0 si Λchain < Λmaxchain
Λ˙chain si Λchain ≥ Λmaxchain
(II.95)
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Les courbes des figures II.12 et II.13 illustrent cette mode´lisation.
Fig. II.12 – Mode´lisation de l’eﬀet Mullins
(Qi and Boyce, 2004)
Fig. II.13 – Evolution de νs avec la de´for-
mation applique´e (Qi and Boyce, 2004)
La courbe noire pleine symbolise le mode`le a` huit chaˆınes sans adoucissement. La courbe
2 repre´sente une premie`re charge jusqu’a` 200% adoucie avec de l’eﬀet Mullins : la proportion
en phase souple passe de 0.4 a` 0.73. Ensuite une de´charge jusqu’a` de´formation nulle est ap-
plique´e et par construction la teneur en phase molle n’e´volue pas. Enfin en suivant la courbe
3, une seconde charge est applique´e cette fois-ci jusqu’a` 300% de de´formation. Dans un pre-
mier temps, la de´formation maximale pre´ce´demment atteinte (200%) n’e´tant pas de´passe´e,
la teneur en phase molle n’e´volue pas ; en revanche de`s que la de´formation applique´e atteint
ces 200% le comportement s’adoucit a` nouveau et la proportion en phase molle passe de 0.73
a` 0.82...
Enfin, Diani et ses colle`gues (Diani et al., 2006b), proposent un mode`le d’endommagement
anisotrope de l’eﬀet Mullins afin de pouvoir rendre compte de l’anisotropie induite par eﬀet
Mullins que nous avons e´voque´ au Chapitre I section I.1.3. Ce mode`le est base´ sur le mode`le
d’hypere´lasticite´ anisotrope propose´ par Diani et ses colle`gues (Diani et al., 2004) applique´
au mode`le a` huit chaˆınes d’Arruda-Boyce (Arruda and Boyce, 1993) que nous avons de´crit
au paragraphe II.1.2 e). Pour mode´liser l’anisotropie de l’eﬀet Mullins, ils proposent de faire
e´voluer les parame`tres du mode`le a` huit chaˆınes, µ= nkθ et N, avec le niveau d’allongement
maximal vu par le mate´riau pour mode´liser l’adoucissement induit par eﬀet Mullins mais
surtout, ils proposent de le faire inde´pendamment dans chacune des directions mate´rielles
pour tenir compte des phe´nome`nes d’anisotropie. Le mode`le propose´ s’e´crit sous la forme :
U =
m
∑
i=1
ωi ·nikθN
￿
λi√
N
βi+ ln β
i
sinh(βi)
￿
avec βi = L−1
￿ λi√
N
￿
. (II.96)
ou` les parame`tres ni et Ni repre´sentent respectivement la densite´ de chaˆınes et la longueur
moyenne des chaˆınes dans la direction ui.
Ainsi, pour chaque direction mate´rielle, les modifications du parame`tre Ni de´pendent de
l’allongement maximum applique´ dans cette direction. L’e´volution suivante du parame`tre Ni
est propose´e :
Ni(λi) =
￿
α(λi−1)2+1
￿
N0, (II.97)
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avec α le parame`tre d’endommagement et N0 la longueur moyenne des chaˆınes du mate´riau
vierge.
Ce mode`le ne´cessite alors l’identification des parame`tres mate´riau suivants : n0, N0, α et ωi.
Avec celui-ci, ils parviennent a` simuler le comportement d’e´quilibre de deux e´prouvettes ayant
e´te´ sollicite´es pre´ce´demment en traction jusqu’a` 200% suivant une direction puis sollicite´es
l’une a` nouveau dans cette direction (e´prouvette B) et l’autre dans une direction transverse
(e´prouvette C). La figure II.14 illustre les re´sultats de cette simulation en comparaison avec
les essais.
Fig. II.14 – Simulation de la re´ponse anisotrope induite par eﬀet Mullins (Diani et al.,
2006b)
Une bonne repre´sentation des re´ponses anisotropes est observe´e ; ils parviennent notam-
ment a` tenir compte de la de´formation remanente a` force nulle (on notera que dans le cadre
de ce mode`le, il s’agit ici de la de´formation irre´versible puisque le mode`le n’inte`gre pas de
phe´nome`nes visqueux).
En fait, pour tenir compte de l’anisotropie, Diani et ses colle`gues ajoutent a` la densite´ d’e´ner-
gie de de´formation une e´nergie anisotrope ce qui revient a` pre´containdre le mate´riau.
On notera que dans l’ensemble de ce paragraphe, on ne mode´lise pas de phe´nome`ne de
dissipation, la seconde charge et premie`re de´charge suivent la meˆme courbe (phe´nome`ne re´-
versible).
Ainsi, toutes les lois pre´sente´es dans cette section permettent de mode´liser le comporte-
ment inde´pendant du temps et non-dissipatif des mate´riaux de type e´lastome´rique. Le choix
de l’une de ces lois se fait en fonction du mate´riau e´tudie´ et de l’application souhaite´e ; inutile
d’augmenter le nombre de parame`tres mate´riau si cela n’est pas ne´cessaire.
Ainsi, pour une e´tude rapide en petites de´formations sans eﬀet dynamique avec peu de pa-
rame`tres, le mode`le Gaussien (ou Ne´o-Hooke´en) peut s’ave´rer largement suﬃsant. Pour une
e´tude sur un large domaine de de´formation (petites et grandes de´formations) avec peu de
parame`tres, les mode´les d’Arruda-Boyce et Gent sont tre`s satisfaisants. Ensuite, dans le cas
d’e´lastome`res charge´s, il peut eˆtre inte´ressant de complexifier ces lois hypere´lastiques en te-
nant compte de la pre´sence de charges et/ou de l’eﬀet Mullins.
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II.1.3 Mode`les dissipatifs
Dans les mode`les pre´sente´s pre´ce´demment on ne distingue pas charge et de´charge ; on
conside`re les phe´nome`nes comme e´tant re´versibles et donc non-dissipatifs. Cependant, ex-
pe´rimentalement la quasi totalite´ des e´lastome`res pre´sentent un caracte`re dissipatif qui se
traduit dans le plan contrainte / de´formation par la pre´sence d’une boucle d’hyste´re´sis dont
l’aire repre´sente l’e´nergie dissipe´e durant ce cycle. La pre´sence de ces boucles d’hyste´re´sis peut
eˆtre relie´e a` la fois a` un phe´nome`ne de plasticite´ ou de viscosite´. Dans ce paragraphe, des
mode`les utilisant de la plasticite´ et/ou de la viscosite´ pour mode´liser le caracte`re dissipatif
de ces mate´riaux seront e´voque´s.
a) Hyste´re´sis associe´es a` des temps caracte´ristiques infiniment long / Plasticite´
inde´pendante du temps
Tous les mode`les e´voque´s pre´ce´demment permettent de caracte´riser la courbe d’e´quilibre
du mate´riau. Pour observer cet e´tat d’e´quilibre, on re´alise ge´ne´ralement des essais de multi-
relaxation et l’on suppose qu’au bout d’un certain temps, les relaxations de charge et de
de´charge pour une meˆme de´formation donne´e vont se rejoindre. La figure II.15 illustre ce
propos ; on peut y observer la convergence des contraintes et les temps de relaxation ne´ces-
saires.
Fig. II.15 – Essai de multirelaxation (com-
pression) sur un Chloropre`ne charge´ de noir
de carbone (Bergstro¨m and Boyce, 1998) Fig. II.16 – Essai de multi-relaxation en
cisaillement (Bhuiyan et al., 2009)
Cependant, on note que ce temps hypothe´tique devrait, s’il existe, eˆtre tre`s long et il est
alors possible de conside´rer que le comportement obtenu pour des vitesses de de´formations
tre`s faibles (donc proche de l’e´quilibre) forme une boucle d’hyste´re´sis et non une courbe
comme on le suppose en utilisant uniquement une loi hypere´lastique.
Bhuiyan et Okui dans leur e´tude concernant des applications anti-sismiques (Bhuiyan et al.,
2009) ont notamment choisie cette hypothe`se et la figure II.16 illustre cette hyste´re´sis qui
vient repre´senter le comportement quasi-inde´pendant du temps du mate´riau. De plus, les
temps caracte´ristiques mis en jeu e´tant tre`s grand, la solution retenue pour la mode´lisation
est de passer par la the´orie de la plasticite´. Le sche´ma 1D du mode`le propose´ est pre´sente´ sur
la figure II.17.
Les deux branches supe´rieures mode´lisent l’e´tat d’e´quilibre du mate´riau (nous ne consi-
de´rons pas pour l’instant la troisie`me branche) : le ressort non-line´aire B permet de de´crire
l’hypere´lasticite´ comme les courbes d’e´quilibre des mode`les pre´ce´dents et la branche supe´-
rieure de´crit un comportement superpose´ e´lastoplastique. Le ressort A est line´aire et est
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Fig. II.17 – Sche´matisation 1D du mode`le propose´ (Bhuiyan et al., 2009)
de´fini par l’e´quation τep =CγA, avec γA de´formation (cisaillement) dans le ressort A. Le glis-
seur S est actif lorsque la contrainte dans celui-ci devient supe´rieure a` une valeur critique
τcr :
￿
γ˙s ￿= 0 pour |τep|= τcr
γ˙s = 0 pour |τep|< τcr (II.98)
La valeur de τcr est donne´e par la demie largeur de la boucle d’hyste´re´sis.
Les deux branches inde´pendantes du temps permettent donc de simuler la boucle d’hyste´re´sis
aux faibles vitesses de de´formation en pointille´s sur la figure II.16. Ce mode`le repre´sente donc
une fac¸on de prendre en compte l’existance d’une hyste´re´sis pour les temps infiniment long.
b) Mode´lisation de l’adoucissement cyclique / Plasticite´ inde´pendante du temps
Comme nous l’avons vu au Chapitre I section I.1.3 a), les e´lastome`res charge´s soumis a`
un chargement cyclique voient leur contrainte s’adoucir au fur et a` mesure des cycles jusqu’a`
atteindre un e´tat stabilise´. Cantournet et Desmorat (Cantournet and Desmorat, 2003) ont
choisi dans leur article de mode´liser ce phe´nome`ne par du frottement interne. Le potentiel
thermodynamique utilise´ est le suivant :
ρ0ψ=W1(E)+W2(E−Eπ)+ 12Cxα : α, (II.99)
ou` ρ0 la densite´ du mate´riau non-de´forme´, W1 est une densite´ d’e´nergie de de´formation hy-
pere´lastique (mooney-rivlin est choisi ici), W2 est aussi une densite´ d’e´nergie de de´formation
hypere´lastique mais applique´e a` E−Eπ avec Eπ repre´sentant les de´formations ine´lastiques, Cx
est une constante mate´riau et α est une variable interne relative aux frottements. Ainsi, la
quantite´ W1 de´finie une courbe hypere´lastique donc sans dissipation qu’il faut comparer aux
courbes de comportement inde´pendant du temps de´crites dans le paragraphe II.1.2. Ensuite,
la quantite´ W2 de´finie ce que les auteurs ont choisi d’appeler une hyste´re´sis non-visqueuse
obtenue apre`s des essais de multi-relaxation de la meˆme manie`re que dans le paragraphe pre´-
ce´dent (voir figure II.18). Cette quantite´ repre´sente donc l’hyste´re´sis obtenue pour des temps
infiniment longs et donc suppose´e inde´pendante du temps. La dernie`re quantite´ est relative
aux frottements induits par la sollicitation cyclique induisant une chute de contrainte au fur
et a` mesure des cycles.
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Fig. II.18 – Boucle d’hyste´re´sis re´siduelle apre`s essai de multi-relaxation (Cantournet et al.,
2009)
Les lois d’e´tats associe´es sont les suivantes :
S= ∂W1
∂E
+
∂W2
∂E
, (II.100)
S2 =−∂W2∂Eπ =
∂W2
∂E
, (II.101)
X= ρ0
∂ψ
∂α
=Cxα; (II.102)
avec pour W1 propose´ le potentiel de mooney rivlin et pour W2, l’expression suivante est
retenue :
W2 = 4C20(tr(E−Eπ))2 =C20(I1−2tr(Eπ)−3)2. (II.103)
Concernant l’e´volution du frottement interne, la fonction seuil f est de´finie de la manie`re
suivante :
f = ||S2−X||−σs, (II.104)
ou` σs repre´sente le seuil de de´clenchement des phe´nome`nes de friction.
De plus, le mode`le propose´ est un mode`le non-associe´ : le potentiel de dissipation F
s’exprime alors par l’expression :
F = f +
γ
Cx
X : X, (II.105)
ou` γ est un parame`tre mate´riau permettant de de´finir la non-line´arite´ du phe´nome`ne de
frottement.
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En ce qui concerne l’identification des parame`tres mate´riau, il faut de´finir les parame`tres
caracte´risant :
- le premier cycle (C20 (parame`tre hypere´lastique lie´ a` W2) et σs) et donc l’e´tat de de´part
- puis de´finir le cycle stabilise´ (Cx et γ) pour exprimer l’e´tat vers lequel le mate´riau va conver-
ger.
La figure II.19 illustre le re´sultat d’une simulation obtenue avec ce mode`le.
Fig. II.19 – Adoucissement cyclique obtenu a` partir de la mode´lisation (Cantournet et al.,
2009)
Le mode`le propose´ permet bien de repre´senter la chute de la contrainte maximale au
fur et a` mesure des cycles ainsi que la convergence vers un cycle stabilise´. Cependant on
peut noter une e´volution trop importante de la courbe de de´charge entre le premier cycle et
le cycle stabilise´ ; en eﬀet, expe´rimentalement, on observe une courbe de de´charge tre`s peu
de´pendante du nombre de cycles.
c) Hyste´re´sis associe´es a` des temps caracte´ristiques assez court / Viscosite´
Tous les mode`les pre´sente´s dans ce paragraphe visent a` tenir compte de la dissipation au
sein du mate´riau et viennent ajouter une contribution visqueuse au comportement hypere´las-
tique inde´pendant du temps. Ces mode`les peuvent eˆtre sche´matise´s sous la forme de´crite sur
la figure II.20.
Nous aborderons dans ce paragraphe diﬀe´rentes options choisies pour mode´liser le com-
portement vis a` vis du temps du mate´riau (branche B).
Tout d’abord, Bergstro¨m et Boyce (Bergstro¨m and Boyce, 1998) dans leur e´tude se sont
attarde´s sur la mode´lisation du phe´nome`ne de relaxation des contraintes.
Comme e´voque´ pre´ce´demment, la mise en paralle`le des deux branches permet de de´coupler
les phe´nome`nes par rapport au temps ; la partie inde´pendante du temps (branche A) utilise
le mode`le a` huit chaˆınes d’Arruda-Boyce et la branche de droite, de´pendante du temps se
de´compose en une partie e´lastique (repre´sente´e aussi par le mode`le a` huit chaˆınes d’Arruda-
Boyce) et une partie ine´lastique.
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Fig. II.20 – Sche´ma rhe´ologique 1D du mode`le propose´ (Bergstro¨m and Boyce, 1998)
Ainsi, dans la branche B on a FB=FeBF
p
B et le gradient de vitesse LB= F˙BF
−1
B se de´compose
alors sous la forme :
LB = ˙(FeBF
p
B)(F
e
BF
p
B)
−1 = F˙eBF
p
B(F
p
B)
−1(FeB)−1+FeBF˙
p
B(F
p
B)
−1(FeB)−1 (II.106)
= LeB+FeBL
p
B(F
e
B)
−1 = LeB+ L˜Bp (II.107)
On pose ensuite L˜Bp = D˜Bp +W˜Bp et l’on suppose W˜Bp = 0.
De plus on a T=TA+TB avec TA et TB les contraintes de cauchy dans chaque branche issues
du mode`le d’Arruda Boyce et on de´finit la de´pendance au temps par l’equation :
D˜Bp = γ˙BNB (II.108)
Avec γ˙B de´finissant la vitesse de relaxation et NB de´finissant la direction de ce gradient
de vitesse. On a :
NB =
1√
2τB
TB￿ (II.109)
avec TB￿ la partie de´viatorique de TB et τB la contrainte e´quivalente eﬀective de cisaillement
qui s’exprime sous la forme τB =
￿
0.5tr(TB￿TB￿) .
Pour exprimer la vitesse de relaxation, Bergstro¨m et Boyce s’appuient sur le fait que
lorsque la de´formation est applique´e puis maintenue, les chaˆınes vont se relaxer par agitation
thermique pour aller vers une configuration plus favorable de manie`re en augmenter leur
entropie.
Ils parviennent a` l’expression :
γ˙B =C1(λBpchain−1)C2
￿
τB
τˆB
￿m
(II.110)
avec C1τˆmB , C2 et m trois constantes
L’e´volution de la vitesse de relaxation de´pend alors a` la fois de la de´formation applique´e et
de la contrainte engendre´e.
La figure II.21 montre le re´sultat de ce mode`le applique´ a` un essai de multi-relaxation en
compression sur un Chloropre`ne charge´ de noir de carbone.
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Fig. II.21 – Comparaison mode`le et expe´rience (Bergstro¨m and Boyce, 1998)
De suite, Bhuiyan et Okui, s’inte´ressent aux sollicitations en cisaillement de type dy-
namique (chargement sinuso¨ıdal, statique nul) pour une application anti-sismique (Bhuiyan
et al., 2009). Leur mode`le a de´ja` e´te´ e´voque´ pre´ce´demment au paragraphe a) et le sche´ma
rhe´ologique correspondant est celui de la figure II.17. Les deux branches supe´rieures corres-
pondent au comportement inde´pendant du temps ; le ressort B mode´lise l’hypere´lasticite´ et le
couplage ressort A (line´aire) et patin S permet de tenir compte d’une hyste´re´sis correspondant
a` des temps infinement lents. La branche la plus basse vient donc ajouter une contribution
de´pendante du temps ; le ressort C est line´aire, il faut maintenant de´finir la de´pendance de
la contrainte dans cette branche (τOE (overstress)) avec la vitesse de de´formation.
Bhuiyan et Okui mettent aussi en oeuvre des essais de caracte´risation de type multi-relaxation
et ils s’attachent a` tenir compte de la dissyme´trie de relaxation entre de la charge et la de´-
charge, notamment vis a` vis de l’amplitude de de´formation applique´e. Il constate ainsi que
la relaxation de la de´charge est inde´pendante du niveau de de´formation applique´ alors que
la relaxation de la charge en de´pend : plus le niveau de´formation applique´e est grand plus la
chute de contrainte est importante.
Dans un premier temps, ils distinguent la charge de la de´charge par le signe de γ˙d :
γ˙d > 0 pour la charge (II.111)
γ˙d < 0 pour la de´charge (II.112)
puis ils de´finissent ensuite deux lois d’e´volution distinctes :
τOE = AL exp(q|γ|)sgn(γ˙d)
￿￿￿￿ γ˙dγ˙0
￿￿￿￿ pour la charge (II.113)
τOE = AUsgn(γ˙d)
￿￿￿￿ γ˙dγ˙0
￿￿￿￿ pour la de´charge (II.114)
ou` γ˙0 est une vitesse de de´formation de re´fe´rence et AL, AU , q et n des constantes.
Cette de´finition leur permet d’obtenir les re´sultats de la figure II.22 pour diﬀe´rents niveaux
d’amplitude de de´formation applique´s.
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Fig. II.22 – Contrainte dans l’amortisseur (overstress) en fonction de la vitesse de de´for-
mation - mode`le et expe´riences (Bhuiyan et al., 2009)
La distinction charge-de´charge est des plus inte´ressantes, nous l’avons aussi observe´ sur
notre mate´riau. On peut noter que Bergstro¨m l’avait de´ja` e´voque´ plus toˆt (Bergstro¨m, 1999)
mais la distinction e´tait faite par rapport aux temps caracte´ristiques mis en jeu et non par
rapport a` la de´pendance a` la de´formation. En eﬀet, la chute de contrainte sur la courbe de
de´charge est tre`s faible : le comportement est proche d’un e´tat d’e´quilibre ; la relaxation de
contrainte pour la charge est elle plus importante que celle de de´charge. Il conside`re donc le
temps caracte´ristique correspondant a` la de´charge beaucoup plus long que celui de la charge.
Pour eﬀectuer la distinction charge-de´charge, Bergstrom s’appuie sur le signe du produit
TB￿D˜Bp :
TB￿ • D˜Bp > 0 pour la charge (II.115)
TB￿ • D˜Bp < 0 pour la de´charge (II.116)
Ensuite, si l’on reprend l’e´quation II.110, il modifieC1 en fonction de la charge ou de´charge
et choisit ici Cde´charge1 = 100.C
charge
1 .
Les mode`les pre´sente´s dans cette section permettent de mode´liser la de´pendance au temps,
a` la vitesse de de´formation et donc le caracte`re dissipatif du mate´riau. La mise en oeuvre de
ces lois de´pendra du comportement du mate´riau concerne´ et du domaine d’e´tude.
II.1.4 Mode´lisation de l’eﬀet Payne
Comme nous l’avons souligne´ dans le Chapitre I section I.1.5, les e´lastome`res charge´s sou-
mis a` une sollicitation vibratoire pre´sente de l’eﬀet Payne. Mode´liser cette forte de´pendance
du module dynamique avec l’amplitude de de´formation est l’un des objectifs principaux du
projet.
Dans la litte´rature, beaucoup d’observations, de concepts sont propose´s mais peu de mode`les
ont e´te´ de´veloppe´s a` ce jour. Dans ce paragraphe, les mode`les recense´s sont de´taille´s.
Dans un premier temps, comme l’e´voquait Payne, certains chercheurs comme Kraus
(Kraus, 1984) relient ce phe´nome`ne aux charges et notamment a` leur de´asagglome´ration
et agglome´ration sous sollicitation vibratoire. Dans un second temps, Maier et ses colle`gues
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(Maier and Goritz, 1996) attribue´ plutoˆt le phe´nome`ne a` l’interaction matrice-charges et au
de´tachement de chaˆınes relie´es a` une charge sous l’eﬀet de la sollicitation . Enfin, Montes et
ses colle`gues (Montes et al., 2003), e´voquent la pre´sence d’une enveloppe vitreuse entourant
chaque charge a` l’inte´rieure de laquelle un gradient de transition vitreuse est observe´.
Le mode`le de´veloppe´ par Kraus (Kraus, 1984) est fonde´ sur la premie`re the´orie, il suppose
qu’un e´lastome`re charge´ soumis a` une sollicitation sinuso¨ıdale de fre´quence fixe ε= ε0 sin(ωt)
voit les contacts entre ses charges continuellement se rompre et se reformer. Il conside`re de
suite que lorsque l’amplitude de de´formation est augmente´e, de plus en plus de contacts se
rompent ; il de´finit alors le taux de cassage (Rb) comme e´tant proportionnel a` la puissance de
l’amplitude de de´formation mais aussi au nombre de contacts persistants N :
Rb = kbεm0 N (II.117)
De la meˆme manie`re, il conside`re le taux de reformation (Rm) proportionnel a` ε−m0 et aux
nombres de contacts rompus (N −N0), avec N0 le nombre de contacts pre´sent au de´part
lorsqu’aucune de´formation n’est applique´e.
Rm = kmε−m0 (N0−N) (II.118)
De suite, a` l’e´quilibre, ces deux taux sont e´gaux donnant ainsi acce`s a` N :
N =
N0
1+( ε0εc )
2m avec εc =
￿
km
kb
￿ 1
2m
(II.119)
Puis, la chute du module e´lastique est conside´re´e comme proportionnelle aux contacts
persistants d’ou` E ￿ − E ￿∞ = kN et de plus pour les amplitudes tre`s faibles on a E ￿ − E ￿∞ =
E ￿0−E ￿∞ = kN0 d’ou` l’expression du module e´lastique sous la forme suivante :
E ￿ −E ￿∞
E ￿0−E ￿∞
=
1
1+( ε0εc )
2m (II.120)
On notera au passage que l’amplitude εc est l’amplitude pour laquelle E ￿ −E ￿∞ a diminue´
de moitie´.
En ce qui concerne le module de perte, il conside`re que chaque me´canisme de cassage ou de re-
formation va eˆtre source de dissipation d’e´nergie, c’est pourquoi il pose E ￿￿ −E ￿￿∞ proportionnel
a` Rb (ou Rm cela revient au meˆme)
E ￿￿ −E ￿￿∞ = ckbεm0 N puis
E ￿￿ −E ￿￿∞
E ￿￿max−E ￿￿∞
=
2( ε0εc )
m
1+( ε0εc )
2m (II.121)
puisque E ￿￿ est maximum en ε0 = εc.
Kraus dans son article fitte les donne´es expe´rimentales obtenues par Payne sur un e´lastome`re
butyl de teneur en noir de carbone de 23 % en utilisant le mode`le pre´sente´ et parvient a`
plutoˆt bien respecter les tendances d’e´volution.
Ensuite, Maier et Goritz (Maier and Goritz, 1996) ont mis en place un mode`le fonde´, eux,
sur l’inte´raction entre la matrice et les charges et sur l’existance de liaisons plus ou moins
fortes des chaˆınes sur la surface des particules. Ils mettent en avant le fait qu’une liaison est
d’autant plus stable que la chaˆıne est fixe´e a` plusieurs endroits de la surface de la particule. Le
sche´ma de la figure II.23 repre´sente une charge ainsi que les diﬀe´rents points d’attache (cercles)
90 CHAPITRE II. MODE`LE DE COMPORTEMENT
sur sa surface ; on peut y observer que lorsque la premie`re chaˆıne va s’attacher a` la charge
beaucoup de place lui est disponible. En revanche, lorsque plusieurs chaˆınes sont attache´es a` la
particule, elles ne laissent plus beaucoup de points d’attache disponibles (cercles blancs) aux
autres chaˆınes et des sites propices a` de faible liaison entre chaˆıne et charge se cre´ent (cercles
gris) : seul un point d’attache est disponible. Pour Maier et Goritz, les points d’attaches gris
repre´sentent des emplacements de liaisons instables qui vont se de´tacher pre´fe´rentiellement
lors de l’application d’une amplitude de de´formation croissante et causer la chute du module
e´lastique.
Fig. II.23 – Interaction chaˆınes et charges (Maier and Goritz, 1996)
Pour mode´liser cela, ils divisent la densite´ de chaˆınes du re´seau (N) en trois cate´gories :
la densite´ de chaˆınes re´pre´sentant les liaisons chimiques (NC), celles repre´sentant les liaisons
stables (plusieurs points d’attache NSt) et celles repre´sentant les liaisons instables (NI) ; ce qui
permet d’exprimer ainsi le module e´lastique de la manie`re suivante :
G￿ = Nkθ= (NC+NSt +NI(γ))kθ (II.122)
avec k constante de Boltzmann, γ l’amplitude de de´formation et θ la tempe´rature.
Seules les liaisons instables vont alors de´pendre de l’amplitude de de´formation applique´e.
De plus, ils relient l’attachement des chaˆınes a` la charge au phe´nome`ne d’adsorption et celui
du de´tachement a` la de´sorption. Si l’on nomme Θ et Θ1 respectivement les proportions de sites
libres et occupe´es a` la surface de la particule et Φa et Φd respectivement les taux d’adsorption
et de de´sorption, on a a` l’e´quilibre la relation suivante :
ΘΦa =Θ1Φd avec Θ+Θ1 = 1 (II.123)
De suite, ils conside`rent le taux d’adsorption constant et postule le taux de de´sorption
porportionnel a` l’amplitude de de´formation applique´e : Φd = Φγ. En remplac¸ant dans l’ex-
pression pre´ce´dente, on obtient :
Θ1 =
Φa
Φa+Φγ
=
1
1+ ΦγΦa
=
1
1+ cγ
avec c=
Φ
Φa
(II.124)
Ce qui permet d’e´crire la densite´ de chaˆınes re´pre´sentant les liaisons instables de la manie`re
suivante :
NI(γ) =Φ1Nl0 =
Nl0
1+ cγ
(II.125)
avec Nl0 le nombre d’inte´raction isole´e par unite´ de volume.
Le module e´lastique devient alors :
G￿(γ) = Nkθ= (NC+NSt+
Nl0
1+ cγ
)kθ= G￿St +
G￿I
1+ cγ
(II.126)
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Concernant le module de perte, Maier et Goritz conside`rent de la meˆme manie`re que
seules les liaisons instables sont responsables de l’augmentation de l’e´nergie de dissipation.
Ainsi, le module de perte est suppose´ proportionnel au nombre de liens instables ; de plus la
possibilite´ de glisser a` la surface de la charge de´pend aussi de la surface libre autour de la
chaˆıne.
G￿￿(γ) = G￿￿St +G￿￿1Θ1(γ)Θ(γ) = G￿￿St +G￿￿1
cγ
(1+ cγ)2
(II.127)
Sur la figure II.24, le mode`le a e´te´ utilise´ pour fitter les donne´es expe´rimentales obtenues
par Patel sur un SBR pour diﬀe´rentes teneurs en noir de carbone.
Fig. II.24 – Interaction chaˆınes et charges (Maier and Goritz, 1996)
On constate que la repre´sentation par le mode`le est plutoˆt bonne. Le mode`le de perte est
aussi bien represente´ (voir article).
On peut s’inte´resser ensuite a` l’e´volution des jeux de parame`tres obtenus pour les diﬀe´rentes
teneurs en charges. Les figures II.25 et II.26 repre´sentent respectivement l’e´volution des pa-
rame`tres G￿St et G￿I avec la teneur en charge.
On note alors que le parame`tre G￿St de´pend line´airement de la teneur en charge avec une
faible amplitude alors que le parame`tre G￿I e´volue de manie`re quadratique et les valeurs prises
sont tre`s e´loigne´es.
Cle´ment et ses colle`gues (Clement et al., 2005) e´tudient l’eﬀet Payne sur le polydime-
thylsiloxane charge´ de silice et appliquent les mode`les pre´ce´dents a` ce mate´riau. On notera
que les deux derniers mode`les n’avaient e´te´ applique´s en premier lieu qu’au noir de carbone.
Ils observent une bonne approximation des deux mode`les pour G’ mais mettent en avant
l’incapacite´ de ces mode`les a` repre´senter la dissyme´trie de la courbe de G” avec l’amplitude
de de´formation.
La meˆme observation a e´te´ faite sur nos courbes expe´rimentales.
De plus, ils notent des lacunes concernant les interpre´tations physiques de chacun de ces
mode`les. Concernant le mode`le de Kraus, fonde´ sur de´sagglome´ration et re´agglome´ration des
charges, ceci ne peut pas eˆtre la seule explication compte-tenu du fait que l’eﬀect Payne est
pre´sent meˆme pour des teneurs en charges infe´rieures au seuil de percolation de celles-ci. Dans
le cas du mode`le de Maier et Goritz, une de´pendance non-line´aire des parame`tres c, G￿I avec
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Fig. II.25 – De´pendance du parame`tre G￿St
avec la teneur en charge (Maier and Goritz,
1996)
Fig. II.26 – De´pendance du parame`tre G￿I
avec la teneur en charge (Maier and Goritz,
1996)
Fig. II.27 – Application du mode`le de Kraus aux donne´es expe´rimentales de Cle´ment et
ses colle`gues (Clement et al., 2005)
la teneur en charge est observe´e alors que les concepts physiques du mode`les n’e´voquent pas
du tout cette de´pendance.
Cependant, ces deux mode`les sont des mode`les 1D et de plus si l’on s’inte´resse a` un niveau
de fre´quence ou de teneur en charges diﬀe´rent il faut recalculer tous les parame`tres.
Ensuite, Montes et ses colle`gues (Montes et al., 2003) e´voquent la pre´sence d’une coque
vitreuse autour de chaque particule de´limitant une zone a` l’inte´rieure de laquelle existe un
gradient de tempe´rature de transition vitreuse (Tg). Ce gradient est similaire a` celui observe´
dans les films polyme`res et s’e´crit de la manie`re suivante :
Tωg (z) = T
ω
g
￿
1+
￿δ
z
￿v￿
(II.128)
avec z la distance par rapport a` la surface de la particule, Tωg la tempe´rature de transition
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vitreuse ( en K) obtenue a` une fre´quence ω2Π , v un coeﬃcient proche de 1 et δ une longueur,
souvent proche de 1nm qui peut de´pendre de l’interface entre la matrice et la charge. Ainsi,
loin de la particule Tωg (z) = Tωg puis en se rapprochant de la particule, la tempe´rature de
transition vitreuse est augmente´e et le comportement de la matrice devient alors vitreux.
L’e´paisseur de cette coque vitreuse eg est ensuite de´finie par l’expression suivante :
eg(T,ω) = δ
Tωg
T −Tωg
. (II.129)
Ainsi, l’e´paisseur de cette coque de´pend de la fre´quence (puisque la Tg de´pend de la fre´quence)
et de la tempe´rature d’e´tude (T en K). Lorsque la tempe´rature d’e´tude se trouve bien au dela`
de la Tg, l’e´paisseur de la coque vitreuse est faible. Lorsque la fre´quence augmente, la Tg
augmentant, l’e´paisseur de la coque vitreuse devient plus importante.
De plus, comme il a e´te´ e´voque´ au Chapitre I section I.1.5, la disposition des particules au sein
de la matrice joue un roˆle important ; plus la dispersion des charges est mauvaise, pre´sence
d’agglome´rats, plus la chute du module e´lastique est importante. Lorsque deux charges sont
voisines, chacune entoure´e par une coque vitreuse d’e´paisseur eg, Montes et ses colle`gues
e´voquent la pre´sence d’un pont vitreux de diame`tre d qui se cre´e entre celles-ci (voir figure
II.28) ; la pre´sence de ces ponts augmente alors la rigidite´ du mate´riau.
Fig. II.28 – Repre´sentation sche´matique de deux charges voisines entoure´es chacune par
une coque vitreuse d’e´paisseur eg (Montes et al., 2010)
C’est pourquoi, Montes et ses colle`gues sugge`rent que la valeur du module e´lastique est
piloter par deux parame`tres : l’e´paisseur de la coque vitreuse et la re´partition des charges au
sein de la matrice.
Enfin, ils e´voquent le fait que, lorsqu’une sollicitation dynamique est applique´e au mate´riau
et que l’amplitude de de´formation augmente, toutes les chaˆınes de la matrice voyant une
amplification des de´formations (engendre´e par la pre´sence de charges), les chaˆınes vitreuses
ont tendance a` plastifier diminuant ainsi la contrainte au sein du mate´riau et donc la rigidite´.
Ainsi, la pre´sence de ses parties vitreuses (coques et ponts) seraient responsable de l’eﬀet
Payne.
Enfin, de nombreux travaux ont e´te´ mene´s par Lion et ses colle`gues sur l’eﬀet Payne afin
d’eˆtre en mesure de pre´dire sa de´pendance avec l’amplitude de de´formation et la fre´quence
((Lion et al., 2003),(Hofer and Lion, 2009)) puis plus re´cemment en essayant d’inte´grer la
de´pendance a` la de´formation statique applique´e (Rendek and Lion, 2010). Ils s’inte´ressent de
plus a` l’aspect transitoire c’est-a`-dire a` la pe´riode pendant laquelle, lors de l’application de
la sollicitation vibratoire, les modules vont e´voluer jusqu’a` se stabiliser.
Ainsi, ils ont note´ que lorsque l’amplitude de de´formation est augmente´e, les modules de
conservation et de perte e´voluent quasi instantane´ment (quelques minutes) vers leur valeur
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stabilise´e en revanche lorsque celle-ci est diminue´e, il faut environ 1h pour que l’e´volution des
modules se stabilise.
Lion et ses colle`gues ont mis en place une approche 3D thermodynamique inte´grant les
aspects temporels afin de tenir compte de l’histoire des de´formations. Plusieurs mode`les e´le´-
ments finis viscoe´lastiques non-line´aires ont e´te´ de´veloppe´s inte´grant notamment le mode`le
de Kraus. Ils sont constitue´ par la mise en paralle`le de nombreuses branches de Maxwell et
d’une branche inde´pendante du temps.
Les figures II.29 et II.30 repre´sententent les re´sultats obtenus avec le mode`le de´veloppe´
dans (Hofer and Lion, 2009) sur la pre´vision des modules e´lastique et de perte en fonction de
l’amplitude de de´formation et de la fre´quence :
Fig. II.29 – Evolution du module de conser-
vation avec l’amplitude de de´formation et la
fre´quence obtenue avec ce mode`le (Hofer and
Lion, 2009)
Fig. II.30 – Evolution du module de perte
avec l’amplitude de de´formation et la fre´-
quence obtenue avec ce mode`le (Hofer and
Lion, 2009)
Les tendances sont respecte´es et le comportement est connu pour toutes les fre´quences et
amplitudes de de´formation.
Cependant, les mode`les propose´s ne´cessitent un grand nombre de parame`tres et de variables
internes auxquels peu d’explications physiques sont associe´es. Le mode`le de´veloppe´ dans (Ho-
fer and Lion, 2009) ne´cessite par exemple l’identification de 43 parame`tres mate´riau et 14
variables internes ; celui inte´grant la de´pendance a` la de´formation statique (Rendek and Lion,
2010) utilise plus de 50 parame`tres mate´riaux et 12 variables internes.
Ainsi de nombreuses e´tudes sont actuellement mene´es pour tenter de comprendre l’origine
physique de l’eﬀet Payne et le mode´liser.
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II.2 Mode`le de Qi-Boyce
Dans ce paragraphe, nous nous attacherons a` de´crire le mode`le de´veloppe´ par Qi-Boyce
(Qi and Boyce, 2005), mode`le sur lequel nous nous sommes base´s pour cre´er le mode`le de
comportement du silicone charge´ de silice sous sollicitation vibratoire. Les me´canismes de
de´formation pris en compte par le mode`le seront souligne´s et les insuﬃsances par rapport aux
caracte´ristiques du mode`le de comportement que nous souhaitons de´velopper seront releve´es.
II.2.1 De´finition du mode`le
Dans leur article, Qi et Boyce ont de´veloppe´ ce mode`le pour pre´dire le comportement
d’e´lastome`res thermoplastiques polyure´thanes (TPU), c’est-a`-dire d’un copolyme`re compose´
d’une partie amorphe (chaˆınes flexibles) et d’une partie dure (chaˆınes non-flexibles).
Ce mode`le rend compte de diﬀe´rents phe´nome`nes :
– l’hypere´lasticite´,
– l’eﬀet Mullins,
– l’amplification des de´formations due a` la pre´sence de parties rigides,
– la compressibilite´,
– la de´pendance en temps, et donc la viscosite´.
Le mode`le constitutif de Qi-Boyce peut eˆtre repre´sente´ par le sche´ma rhe´ologique de la
figure II.31, c’est-a`-dire par deux branches en paralle`le de´couplant les phe´nome`nes vis-a`-vis
de leur de´pendance en temps.
La branche de gauche (N) repre´sente la partie inde´pendante du temps du mate´riau (e´tat
d’e´quilibre) ; elle contient notamment la mode´lisation de l’hypere´lasticite´, de l’eﬀet Mullins
et de l’amplification des de´formations.
La branche de droite (V) repre´sente la partie de´pendante du temps du mate´riau et permet
notamment de mode´liser l’aspect visqueux et donc le caracte`re dissipatif du mate´riau.
Fig. II.31 – Sche´ma rhe´ologique 1D du mo-
de`le de Qi-Boyce (Qi and Boyce, 2005)
Fig. II.32 – Sche´ma de la de´composition
multiplicative du gradient de transformation
(Qi and Boyce, 2005)
Ainsi, par construction, la de´formation est la meˆme dans les deux branches : F= FN = FV
et la re´ponse en contrainte du mate´riau (T) est la somme de deux contributions, une inde´-
pendante du temps (TN) et une de´pendante du temps (TV ).
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La premie`re contribution (TN) couple le mode`le a` huit chaˆınes d’Arruda-Boyce, l’utilisa-
tion du facteur d’amplification X , la prise en compte de la compressibilite´ et la mode´lisation
de l’eﬀet Mullins propose´ par Qi et Boyce, points respectivement aborde´s dans les paragraphes
II.1.2 d), II.1.2 g), II.1.2 f) et II.1.2 h). D’ou` l’expression de TN sous la forme :
TN = νsXµr
3J
√
N
Λchain
.L−1
￿
Λchain√
N
￿
.B¯￿ (II.130)
avec X = 1 + 3.5(1 − νs) + 18(1 − νs)2, Λchain =
￿
<I1>m
3 et νs = νss − (νss − νs0).exp
￿
−
A. Λchain−1√
N−Λchain
￿
.
Soit une partie caracte´risant le comportement stabilise´ (e´quilibre) avec 5 parame`tres : µr,
N, νs0 , νss et A.
La seconde contribution (TV ) est e´lastoviscoplastique, elle est issue de la mise en se´rie
d’un ressort line´aire et d’un amortisseur viscoplastique. Le tenseur gradient de de´formation
dans cette branche se de´compose de manie`re multiplicative par FV = FVe ·FVv et le tenseur
des contraintes de Cauchy TV est donne´ par l’expression
TV = νh
detFVe
·LVe : [lnVVe ], (II.131)
avec VVe issu de la de´composition polaire de FVe (FVe =VVe ·RVe), νh = 1−νs et LVe le tenseur
d’ordre 4 associe´ aux constantes caracte´risant le comportement e´lastique : E et ν.
Ensuite, le tenseur des taux des de´formations visco-plastiques DVv est de´fini par :
DVv = LVv = γ˙
v
√
2 · τ¯v
T¯V ￿ (II.132)
ou` τ¯v est la contrainte e´quivalente de cisaillement : τ¯v =
￿1
2 T¯
V ￿ • T¯V ￿￿ 12 ou` T¯V ￿ est la partie
de´viatorique de TV exprime´e dans la configuration relaxe´e (cf II.32) et γ˙v la vitesse de de´for-
mation viscoplastique .
On notera que WVv est suppose´ nul.
Dans leur article, Qi et Boyce ont choisi d’exprimer la vitesse de de´formation viscoplastique
sous la forme :
γ˙v = γ˙0 exp
￿
−∆G
kθ
￿
1− τ¯v
s
￿￿
(II.133)
avec γ˙0 constante, ∆G l’e´nergie d’activation a` contrainte nulle, k la constante de Boltzmann,
θ la tempe´rature absolue et s = νhνh0 s0 une contrainte athermale de´pendante de la teneur en
charges (νh0 e´tant la teneur initiale en charges et s0 constante).
Ainsi, dans cette branche caracte´risant la de´pendance en temps du mate´riau, 5 parame`tres
sont ne´cessaires : E, ν, γ˙0, ∆G et s0.
Le mode`le mis en place par Qi et Boyce requiert donc 10 parame`tres mate´riau ; ceux-ci
sont synthe´tise´s dans le tableau II.1. Avec ce mode`le, ils parviennent a` mode´liser des essais de
type charge-de´charge en compression en prenant en compte principalement de l’eﬀet Mullins
et du caracte`re dissipatif du polyure´thane comme l’illustre la figure II.33.
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Branche (N) Branche (V)
Hypere´lasticite´ Eﬀet Elasticite´ Visco-
(Arruda-Boyce) Mullins line´aire plasticite´
µ N A νs0 νss E ν γ˙0 ∆G s0
Tab. II.1 – Synthe`se des parame`tres mate´riau ne´cessaires
Fig. II.33 – Comparaison mode`le et expe´rience (Qi and Boyce, 2005)
Ainsi, ce mode`le permet de rendre compte d’un certain nombre de phe´nome`nes que nous
souhaitons mode´liser. De plus, il a de´ja` e´te´ imple´mente´ dans Zebulon et utilise´ au centre.
Mode`le de Qi-Boyce tel qu’il est imple´mente´ au centre
Nous disposons du mode`le de Qi-Boyce dans le code de calcul e´le´ments finis de Zebulon,
les e´quations constitutives employe´s sont les meˆmes a` ceci pre`s que la vitesse de de´formation
viscoplastique γ˙0 est exprime´ de la manie`re suivante :
γ˙0 = d0 ·
￿
exp
￿ τeq
σ0 ·νh
￿n−1￿ (II.134)
avec τeq =
￿
3
2T
v￿ : Tv￿
￿ 1
2 , Tv￿ e´tant la partie de´viatorique de Tv.
De plus, concernant la prise en compte de la quasi-incompressibilite´ du mate´riau, la fonc-
tion UˆH (J) de´finie par :
UˆH (J) =
κ
2
·
￿(J2−1)
2
− log(J)
￿
(II.135)
a e´te´ choisie.
Ainsi, l’ensemble des parame`tres mate´riau utilise´ dans notre imple´mentation du mode`le
de Qi-Boyce est celui de´crit par le tableau II.2.
Le mode`le de Qi-Boyce tel qu’il est imple´mente´ contient donc 11 parame`tres mate´riau.
Cependant, nous ne ferons pas e´voluer le coeﬃcient de poisson ν, que nous fixerons e´gal a`
0.48, ainsi que le module de compressibilite´ κ qui est laisse´ fixe a` une valeur de 3000.
Nous avons donc choisi de nous baser dans un premier temps sur ce mode`le qui inclut
de´ja`, entre autres, l’hypere´lasticite´ et l’eﬀet Mullins. Cependant, celui-ci n’a pas e´te´ teste´
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Branche (N) Branche (V)
Hypere´lasticite´ Eﬀet Compres- Elasticite´ Visco-
(Arruda-Boyce) Mullins -sibilite´ line´aire plasticite´
µ N A νs0 νss κ E ν d0 σ0 n
Tab. II.2 – Synthe`se des parame`tres mate´riau
sur des essais dynamiques ; nous avons donc e´valuer le potentiel de ce mode`le a` pre´voir le
comportement dynamique et surtout l’eﬀet Payne.
II.2.2 Simulation d’essais dynamiques avec le mode`le de Qi-Boyce
Plusieurs jeux de parame`tres mate´riau sont teste´s pour observer la capacite´ du mode`le
de Qi-Boyce a` simuler des essais dynamiques. Le chargement simule´ correspond a` celui de´crit
dans le Chapitre I section I.2.2 et se de´compose donc en deux parties : le pre´chargement puis
l’essai dynamique a` proprement dit. Le comportement est simule´ sur un volume e´le´mentaire
repre´sentatif (VER) forme´ par un e´le´ment 3D line´aire re´duit : C3d8r.
Les figures II.34 et II.35 repre´sentent les simulations des re´ponses en contrainte/de´formation
associe´es a` un pre´chargement en cisaillement de 120% et a` cinq sollicitations vibratoires de
fre´quence 5Hz, de de´formation statique nulle et d’amplitudes de de´formation de 0.5, 1, 5, 10
et 20% pour le jeu de parame`tre synthe´tise´ dans le tableau II.3.
µ N A νs0 νss E ν d0 σ0 n
1.4 6 1.4 0.4 0.8 21 0.48 0.75 1.54 1
Tab. II.3 – Jeu de parame`tres mate´riau conside´re´
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Fig. II.34 – Simulation du pre´chargement
et des 5 sollicitations vibratoires
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Fig. II.35 – Zoom sur les 5 sollicitations
vibratoires de la figure II.34
On constate qu’avec ce jeu de parame`tres, la boucle stabilise´e simule´e n’est pas dissipa-
tive mais on arrive a` obtenir des boucles dynamiques dissipatives. Celles-ci sont de forme
quasiment elliptique et sont concentriques mais assez homothe´tiques c’est-a`-dire que la pente
et l’aire de celles-ci ne semblent pas de´pendre de l’amplitude de de´formation impose´e et donc
traduire l’eﬀet Payne souhaite´.
Pour confirmer cela, l’e´volution des modules e´lastique et de perte correspondant a e´te´ calcule´e ;
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la figure II.36 synthe´tise ces deux e´volutions pour les 5 sollicitations vibratoires concerne´es.
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Fig. II.36 – Evolution des modules e´lastique et de perte
On observe alors une diminution du module e´lastique avec l’amplitude de de´formation ;
toutefois cette diminution reste faible par rapport aux chutes d’un facteur proche de 3 ob-
serve´es expe´rimentalement. De plus on note ici une e´volution du module de perte similaire
a` celle du module e´lastique ce qui n’est pas le cas expe´rimentalement. Ce jeu de parame`tres
ne permet pas de pre´voir la pre´sence d’un pic de dissipation associe´ a` la chute du module
e´lastique.
Un autre jeu de parame`tres permettant de simuler une boucle de pre´chargement dissipa-
tive a ensuite e´te´ recherche´ pour essayer de reproduire les observations expe´rimentales.
La figure II.37 repre´sente la simulation d’une sollicitation en cisaillement avec un pre´charge-
ment de 120% puis une de´formation statique nulle, une fre´quence de 5 Hz et une amplitude
de de´formation de 10% obtenue avec le jeu de parame`tres mate´riau contenus dans le tableau
II.4.
µ N A νs0 νss E ν d0 σ0 n
1.4 6 1.4 0.4 0.8 31 0.48 0.075 15.37 1
Tab. II.4 – Jeu de parame`tres mate´riau conside´re´
Ce jeu de parame`tres mate´riau permet bien de repre´senter l’allure des boucles de pre´char-
gement obtenues expe´rimentalement cependant la boucle dynamique associe´e n’est, quant a`
elle, pas dissipative.
On constate donc, dans un premier temps, que le mode`le de Qi-Boyce ne permet pas
de simuler des boucles dissipatives a` la fois pour le pre´chargement et pour la partie dyna-
mique a` proprement dite. En eﬀet, par construction, le mode`le n’ayant qu’une seule branche
viscoplastique, il ne peut pas repre´senter les eﬀets visqueux associe´s a` des temps caracte´ris-
tiques tre`s diﬀe´rents comme le sont celui tre`s lent de la partie pre´chargement et celui rapide
de la partie dynamique. Ensuite, pour un jeu de parame`tres permettant la dissipation des
boucles dynamiques, l’e´volution des modules e´lastique et de perte pre´vue ne correspond pas
a` celle souhaite´e. Dans le plan contrainte de´formation, les boucles simule´es sont beaucoup
trop homothe´tiques.
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Fig. II.37 – Pre´vision du chargement dynamique obtenu
II.3 Le mode`le DyMPPlEC
Dans le cadre de ce projet, nous proposons le mode`le DyMPPlEC : un mode`le“Dynamique
inte´grant l’eﬀet Mullins et l’eﬀet Payne par ajout de Plasticite´ avec Ecrouissage Cine´matique
non-line´aire”. Ce mode`le est une extension du mode`le de Qi-Boyce dans le but de pouvoir
pre´dire le comportement dynamique du silicone charge´ de silice et surtout l’eﬀet Payne.
II.3.1 De´finition du mode`le propose´
Le mode`le propose´ repose sur la meˆme de´finition de de´part que le mode`le de Qi-Boyce :
la mise en paralle`le de deux branches, une hypere´lastique (N) et l’autre viscoplastique (V )
comme sche´matise´ sur la figure II.31.
Aucune modification n’est apporte´e a` la branche hypere´lastique. De plus, comme il a e´te´
de´crit au paragraphe II.2.1, la de´formation est la meˆme dans les deux branches : F= FN = FV
et la re´ponse en contrainte du mate´riau (T) est la somme de deux contributions, une inde´-
pendante du temps (TN) et une de´pendante du temps (TV ).
Le tenseur gradient de de´formation dans la branche viscoplastique se de´compose de manie`re
multiplicative par FV = FVe ·FVv et le tenseur gradient de de´formation FVe se de´compose lui-
meˆme (de´composition polaire) sous la forme : FVe = VVe ·RVe .
Ensuite, la vitesse de de´formation plastique LVv = F˙Vv ·FVv−1 est choisie telle que :
LVv = DVv = γ˙N (II.136)
avec N la direction d’e´coulement plastique de´finit par :
N= 3
2
TV ￿
τeq
(II.137)
TV ￿ e´tant la partie de´viatorique de TV et τeq =
￿
3
2T
v￿ : Tv￿
￿ 1
2 ;
et γ˙ la vitesse de de´formation e´quivalente prise sous la forme :
γ˙=H ( f ) = d0 ·
￿
exp
￿ f
σ0 ·νh
￿n−1￿ (II.138)
avec f la fonction crite`re d’e´coulement qui sera de´taille´e dans les paragraphes suivants.
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a) Introduction d’un seuil de plasticite´ R0
Dans un premier temps, nous avons choisi d’introduire un seuil de plasticite´ R0.
En eﬀet, dans le mode`le de Qi-Boyce, il n’y avait pas de seuil de plasticite´, ce qui e´quivaut
a` R0 = 0, c’est-a`-dire qu’il n’y avait pas de phase ou` le comportement e´tait purement hyper-
e´lastique. La fonction crite`re d’e´coulement f e´tait alors e´gale a` τeq.
De part l’introduction de ce seuil de plasticite´, la fonction crite`re d’e´coulement devient :
f = τeq−R0 (II.139)
Contrairement a` un comportement purement plastique pour lequel la fonction crite`re
d’e´coulement est prise nulle, pour un comportement viscoplastique, on exprime le fait que le
point de fonctionnement final se trouve sur l’e´quipotentielle viscoplastique en choisissant une
fonction continue pour de´terminer la vitesse (voir e´quation II.138) :
γ˙=H ( f ) (II.140)
Ainsi en remplac¸ant dans l’equation II.138, la vitesse de de´formation e´quivalente est de´finie
par :
γ˙= d0 ·
￿
exp
￿τeq−R0
σ0 ·νh
￿n−1￿ (II.141)
b) Introduction d’un e´crouissage cine´matique non-line´aire
Nous avons ensuite choisi d’ajouter de l’e´crouissage cine´matique non-line´aire.
L’introduction d’e´crouissage cine´matique modifie la fonction crite`re d’e´coulement qui s’e´crit
alors :
f =
￿3
2
(TV￿ −X) : (TV￿ −X)
￿ 1
2 −R0, (II.142)
ou` une variable d’e´crouissage tensorielle X est introduite.
Ainsi en remplac¸ant dans l’equation II.138, la vitesse de de´formation e´quivalente est finale-
ment de´finie par :
γ˙= d0 ·
￿
exp
￿￿3
2(T
V￿ −X) : (TV￿ −X)
￿ 1
2 −R0
σ0 ·νh
￿n
−1
￿
(II.143)
De plus, pour ajouter de la non-line´arite´, un potentiel de dissipation Φp est de´fini par :
Φp = f +
Dk
2Ck
·
￿3
2
(X : X)
￿
, (II.144)
ou` Ck et Dk sont deux constantes.
Ainsi une variable interne α, homoge`ne a` une de´formation, associe´e a` X est introduite, et
ve´rifie la relation :
α˙=−λ˙∂Φp
∂X
=
￿
N− 3Dk
2Ck
X
￿
λ˙, (λ˙= γ˙); (II.145)
A partir de cette dernie`re relation et en utilisant la loi d’e´tat X= 23Ckα, on obtient la loi
d’e´volution de la variable interne α suivante :
α˙= DVv−Dkγ˙α. (II.146)
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c) Re´capitulatif des parame`tres et des variables utilise´s
Le mode`le propose´ ne´cessite donc la connaissance de 14 parame`tres mate´riau. Une syn-
the`se de ceux-ci est pre´sente´e figure II.5.
Branche (N) Branche (V)
Hypere´lasticite´ Eﬀet Compres- Elasticite´ Visco-plasticite´
(Arruda-Boyce) Mullins -sibilite´ line´aire plasticite´ viscosite´
µ N A νs0 νss κ E ν R0 Ck Dk d0 σ0 n
Tab. II.5 – Synthe`se des parame`tres mate´riau du mode`le propose´
On pourra noter que dans notre e´tude, le coeﬃcient de Poisson ν sera fixe´ a` 0.48 ainsi
que le module de compressibilite´ κ fixe´ a` 3000. Nous conside´rons donc un ensemble de 12
parame`tres a` identifier.
Enfin, le tableau II.6 re´sume les diﬀe´rentes variables utilise´es.
Variables d’e´tats Variables associe´es
Observables Internes
F T0
Fe T0
Fv T0
α X
Tab. II.6 – Synthe`se des variables utilise´es
Il faut de plus rajouter la variable d’e´tat νs introduite par Qi et Boyce (Qi and Boyce,
2004). Ainsi, le mode`le DyMPPlEC ne´cessite l’utilisation de 4 variables internes.
II.3.2 Potentiel du mode`le DyMPPlEC - e´tude parame´trique
Dans ce paragraphe, l’aptitude du mode`le DyMPPlEC a` pre´dire l’eﬀet Payne est pre´sente´e
ainsi que le roˆle de chacun des parame`tres dans cette mode´lisation.
a) Exploitation du seuil de plasticite´ R0 (pas d’e´crouissage cine´matique non-
line´aire)
Comme nous l’avons releve´ dans le paragraphe II.2.1, le mode`le propose´ par Qi et Boyce
dans (Qi and Boyce, 2005) ne posse`de pas de phase ou` le comportement est purement hyper-
e´lastique ; il n’y a pas de le seuil de plasticite´ R0. Dans ce paragraphe, l’utilisation d’un seuil
de plasticite´ non nul est conside´re´ pour essayer d’ame´liorer les simulations des chargements
dynamiques obtenus avec ce mode`le.
Sur les figures II.38 et II.39 sont repre´sente´es les simulations des re´ponses en
contrainte/de´formation associe´es a` un pre´chargement en cisaillement de 120% et a` quatre
sollicitations vibratoires de fre´quence 5Hz, de de´formation statique nulle et d’amplitudes de
de´formation de 1, 5, 10 et 20% pour le jeu de parame`tres synthe´tise´ dans le tableau II.7.
Dans le plan contrainte / de´formation, les meˆmes constatations que pour la simulation
re´alise´e avec le jeu de parame`tres contenu dans le tableau II.3 sont observe´es excepte´ pour
la boucle dynamique de plus faible amplitude de de´formation. Une diﬀe´rence importante est
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µ N A νs0 νss E R0 d0 σ0 n
1.4 6 1.4 0.4 0.8 21 3.4 ·10−2 0.75 15.37 1
Tab. II.7 – Jeu de parame`tres mate´riau conside´re´
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Fig. II.38 – Simulation du pre´chargement
et des 4 sollicitations vibratoires
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Fig. II.39 – Zoom sur les 4 sollicitations
vibratoires de la figure II.38
cependant plus facilement visible en s’inte´ressant aux courbes d’e´volution des modules e´las-
tique et de perte repre´sente´es sur la figure II.40. On notera qu’une amplitude de de´formation
de 0.1% a de plus e´te´ inse´re´e sur cette figure pour mieux interpre´ter la diﬀe´rentce observe´e.
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Fig. II.40 – Evolution des modules e´lastique et de perte
On observe alors une modification importante sur la courbe d’e´volution du module de
perte qui augmente avec l’amplitude de de´formation. De plus, la boucle dynamique d’ampli-
tude 0.1% est non-dissipative. En eﬀet, R0 e´tant le seuil de plasticite´, lorsque la contrainte
est infe´rieure a` ce seuil, le comportement est purement hypere´lastique et donc non dissipatif.
Le roˆle de ce parame`tre R0 sera discute´ plus longuement dans le paragrahe II.3.2.
Ensuite, une jeu de parame`tres permettant la dissipation de la boucle de pre´chargement
tout en conservant une dissipation des boucles dynamiques non-nulles a e´te´ recherche´.
Les figures II.41 et II.42 repre´sentent les simulations des re´ponses en contrainte/de´formation
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associe´es a` un pre´chargement en cisaillement de 120% et a` trois sollicitations vibratoires de
fre´quence 5Hz, de de´formation statique nulle et d’amplitudes de de´formation de 5, 10 et 20%
pour le jeu de parame`tres synthe´tise´ dans le tableau II.8.
µ N A νs0 νss E R0 d0 σ0 n
1.4 6 1.4 0.4 0.8 21 3.4 ·10−1 17.85 ·10−2 2.37 1
Tab. II.8 – Jeu de parame`tres mate´riau conside´re´
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Fig. II.41 – Simulation du chargement dy-
namique pour ces 3 cas de sollicitations vi-
bratoires
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Fig. II.42 – Zoom sur les boucles dyna-
miques de la figure II.41
On observe ici une boucle de pre´chargement et des boucles dynamiques dissipatives. Ce-
pendant, tre`s rapidement, de`s que l’amplitude de de´formation est diminue´e, les boucles dyna-
miques prennent une forme trop e´tire´e par rapport a` ce que l’on obtient expe´rimentalement.
De plus, nous n’avons par re´ussi a` obtenir une boucle de pre´chargement plus ouverte que celle-
ci tout en conservant une dissipation des boucles dynamiques non nulle. Ceci ne concorde pas
avec les observations expe´rimentales ou` un encadrement des boucles dynamiques par la boucle
de pre´chargement a e´te´ remarque´.
De suite, l’e´volution des modules e´lastique et de perte associe´e a` ces 3 sollicitations vibra-
toires a e´te´ calcule´ et synthe´tise´e sur la figure II.43 (le re´sultat concernant une amplitude de
de´formation de 1% a e´te´ rajoute´ sur cette courbe).
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Fig. II.43 – Evolution des modules e´lastique et de perte
De meˆme que pour le jeu de parame`tres pre´ce´dent, on observe une le´ge`re chute du module
e´lastique et une augmentation du module de perte avec l’amplitude de de´formation.
Le mode`le de Qi-Boyce avec un seuil de plasticite´ nul ou non ne nous permet donc pas de
simuler des boucles dynamiques dissipatives inclus dans la boucle de pre´chargement. Comme
nous l’avons remarque´ pre´ce´demment celui-ci ne peut pas, par construction, pre´voir correc-
tement les eﬀets visqueux associe´s a` deux temps caracte´ristiques tre`s diﬀe´rents. De plus,
l’eﬀet Payne ne peut apparemment pas eˆtre pre´dit par ce mode`le surtout en ce qui concerne
notamment l’e´volution non-line´aire avec passage par un maximum de la dissipation.
b) Utilisation du mode`le DyMPPlEC dans son ensemble
Dans ce paragraphe, l’aptitude de mode`le propose´ c’est-a`-dire avec un seuil de plasticite´
et de l’e´crouissage cine´matique non-line´aire est teste´.
Les figures II.44 et II.45 repre´sentent les simulations des re´ponses
en contrainte/de´formation associe´es a` un pre´chargement en cisaillement de 75% et a` cinq
sollicitations vibratoires de fre´quence 15Hz, de de´formation statique nulle et d’amplitude de
de´formation de 0.5, 1, 5, 10 et 20% pour le jeu de parame`tre synthe´tise´ dans le tableau II.9.
µ N A νs0 νss E R0 Ck Dk d0 σ0 n
0.285 4.36 4.35 0.1 0.9 12.78 3.58 ·10−4 5.18 11.46 1291.1 1.07 5.33
Tab. II.9 – Synthe`se des parame`tres mate´riau a` cette simulation
On peut constater que ce mode`le permet a` la fois de simuler une boucle de pre´charge-
ment dissipative et des boucles dynamiques dissipatives. On note de plus que la boucle de
pre´chargement enveloppe les boucles dynamiques comme observe´ expe´rimentalement.
Ensuite, pour mieux observer la pertinence de la pre´diction de l’eﬀet Payne, les modules e´las-
tique et de perte associe´s a` ces 5 cinq sollicitations vibratoires ainsi que pour quelques autres
amplitudes de de´formation plus faibles allant de 0.005 a` 0.1% ont e´te´ calcule´s ; la figure II.46
reprend ces calculs.
Ainsi, concernant le module e´lastique, on observe bien un palier pour les amplitudes de
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Fig. II.44 – Simulation de l’ensemble du
chargement dynamique pour ces 5 cas de sol-
licitations vibratoires
Fig. II.45 – Zoom sur les boucles dyna-
miques de la figure II.44
de´formation les plus faibles puis une chute de celui-ci d’un facteur supe´rieur a` 2. Le module
de perte, quant a` lui, passe bien par un maximum ; cependant pour les faibles niveaux d’am-
plitude de de´formation la dissipation est nulle. Ceci ne correspond pas avec nos observations
expe´rimentales ainsi que celles de Wang et Robertson (Wang and Robertson, 2005) (voir
Chapitre I section I.3.1 ) ou` une dissipation non nulle est releve´e meˆme pour les tre`s faibles
niveaux d’amplitude de de´formation.
Fig. II.46 – Evolution des modules e´lastique et de perte associe´es
Afin de comprendre comment l’eﬀet Payne est pris en compte par le mode`le propose´ et
quels parame`tres en sont responsables, une e´tude parame´trique a` partir du jeu de parame`tres
synthe´tise´ dans le tableau II.10 a e´te´ mene´e.
µ N A νs0 νss E R0 Ck Dk d0 σ0 n
0.63 12.9 34.3 0.1 0.9 20.2 4.9 ·10−4 8.42 57 2850 0.99 3.55
Tab. II.10 – Synthe`se des parame`tres mate´riau associe´s a` cette e´tude parame´trique
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c) Etude parame´trique
Roˆle des parame`tres Ck et Dk
Dans un premier temps, l’influence des parame`tres Ck et Dk sur la re´ponse du chargement
dynamique du mate´riau a e´te´ investigue´e pour observer la modification apporte´e par l’ajout
de l’e´crouissage cine´matique. La figure II.47 illustre l’influence du rapport DkCk sur la simulation
du pre´chargement en cisaillement de 50%.
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Fig. II.47 – Influence du rapport DkCk sur le
pre´chargement
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Fig. II.48 – Influence du rapport DkCk sur le
chargement dynamique global
On observe ainsi que plus le rapport DkCk est diminue plus la boucle de pre´chargement est
dissipative. On note de plus, au regard de la figure II.48, que ces parame`tres influencent aussi
la pente et la dissipation de la boucle dynamique.
Ainsi, comme l’on fait Bhuiyan et Okui (Bhuiyan et al., 2009) et comme nous l’avons e´voque´
au paragraphe II.1.3 a), la plasticite´ peut eˆtre utilise´e pour simuler des boucles dissipatives
associe´es a` des temps caracte´ristiques infiniment longs et donc en quasi-statique.
Roˆle du parame`tre R0
Dans ce paragraphe, le roˆle du seuil de plasticite´ R0 est e´tudie´. Sur les figures II.49 et II.50
sont respectivement repre´sente´es les e´volutions des modules e´lastique et de perte associe´es
a` un chargement dynamique de pre´cylage 50%, de de´formation statique nulle, de fre´quence
15 Hz pour diﬀe´rentes valeurs d’amplitude de de´formation (allant de 0.0007 a` 20%) et de
parame`tre R0 (dont les valeurs sont pre´cise´es dans la le´gende).
Par construction, lorsque la contrainte est infe´rieure a` R0 le comportement est e´lastique
c’est a` dire non dissipatif et lorsque la contrainte de´passe ce seuil le comportement devient
viscoplastique. Ainsi, on observe sur la figure II.49 que le parame`tre R0 joue ici le roˆle de
seuil de chute de module e´lastique c’est a` dire que lorsque le comportement est purement
e´lastique (R0 = 100) le module e´lastique est inde´pendant de l’amplitude de de´formation et
est maximum et le module de perte est alors nul. Ensuite, pour une valeur de R0 quelconque,
en dec¸a de celui-ci, on observe un palier pour le module e´lastique pour les faibles niveaux de
de´formation et au dela`, ce module chute rapidement avec ∆ε.
C’est donc le passage d’un comportement e´lastique vers un comportement viscoplastique qui
nous permet, ici, de simuler l’eﬀet Payne. Ainsi, le parame`tre R0 influence la position du
de´clenchement de la chute du module e´lastique. De plus, il est inte´ressant de constater que
l’on retrouve le lien observe´ expe´rimentalement entre module e´lastique et module de perte
(e´voque´ au chapitre I) a` savoir :
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Fig. II.49 – Evolution du module e´lastique Fig. II.50 – Evolution du module e´lastique
– une position du pic de dissipation en relation avec la position du point d’inflexion de la
chute de module e´lastique
– et une amplitude de ce pic proportionnelle a` l’amplitude de la chute de module e´las-
tique (valeur maximale aux faibles valeurs d’amplitude de de´formation moins la valeur
minimale aux grandes amplitudes de de´formation).
en eﬀet ici, seul le seuil de chute est modifie´ l’amplitude de la chute est identique, c’est pour-
quoi l’amplitude du pic de module de perte doit rester constante et se de´caler vers les plus
grandes amplitudes quand R0 augmente.
Les caracte´ristiques principales de l’eﬀet Payne semble donc pouvoir eˆtre prise en compte
par le mode`le propose´. De plus, l’ajout de l’e´crouissage cine´matique non-line´aire permet de
simuler la dissipation de la boucle de pre´chargement.
Il s’agit maintenant d’essayer de reproduire les re´sultats expe´rimentaux obtenus avec un jeu
de parame`tres mate´riau associe´ a` ce mode`le.
II.4 Identification des parame`tres mate´riau associe´s aux essais
de cisaillement
L’objectif de ce projet est de fournir un jeu de parame`tres mate´riau permettant, dans un
premier temps, de simuler la re´ponse dynamique du silicone charge´ de silice en cisaillement
sur le domaine d’e´tude de´fini au Chapitre I section I.2.2.
II.4.1 Identification a` fre´quence fixe´e
Dans un premier temps, l’identification des parame`tres mate´riau est eﬀectue´e a` fre´quence
fixe´e, a` 15 Hz, fre´quence pour laquelle la base de donne´es est la plus riche.
Pour identifier les parame`tres mate´riau optimaux simulant un ensemble d’essais donne´s,
nous utilisons l’optimiseur de Ze´bulon. Le type d’optimisation utilise´ est nelder mead.
Ensuite, pour identifier les 12 parame`tres mate´riau associe´s au mode`le propose´, nous propo-
sons une optimisation en deux temps :
– avec en premier lieu, l’identification du comportement inde´pendant du temps c’est-a`-
dire uniquement les 5 parame`tres de la branche de gauche,
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– ensuite, ceux-ci sont laisse´s fixes et les 7 parame`tres correspondants au comportement
de´pendant du temps sont identifie´s a` leur tour.
a) Identification du comportement d’e´quilibre sans plasticite´
Il s’agit dans un premier temps de simuler le comportement dit statique du mate´riau c’est a`
dire un comportement purement hypere´lastique mais de´pendant de l’histoire des de´formations
et donc de εmax.
Pour cela, les courbes expe´rimentales des diﬀe´rents pre´chargements sont utilise´es. Cependant,
comme nous l’avons vu pre´ce´demment, la branche de gauche de notre mode`le permet de
simuler un comportement non-dissipatif c’est a` dire une courbe. Il faut donc, a` partir de
nos trois boucles de pre´chargement expe´rimentales, de´terminer les trois courbes d’e´quilibre
associe´es.
Plusieurs choix se pre´sentent alors :
– Approximation 1 : on peut tout simplement prendre la ligne moyenne de chaque boucle
de dissipation.
– Approximation 2 : des essais de multi-relaxation peuvent eˆtre mis en oeuvre pour ap-
procher plus pre´cisement l’equilibrium path du mate´riau.
– Approximation 3 : la contrainte moyenne des boucles dynamiques expe´rimentales peut
eˆtre utilise´e pour construire cette courbe d’e´quilibre.
En eﬀet, concernant l’approximation 2, comme nous l’avons de´ja` e´voque´ au paragraphe
II.1.3 c), les e´lastome`res charge´s ont un e´tat d’e´quilibre plutoˆt plus proche de la courbe de
de´charge que de la courbe de charge ; lors d’essais cycliques, par exemple, on observe que
la courbe de de´charge subit tre`s peu d’adoucissement cyclique contrairement a` la courbe de
charge qui s’adoucit fortement au fur et a` mesure des cycles. Ainsi, la viscosite´ n’est pas de
meˆme nature a` la charge et a` la de´charge.
Sur la figure II.51 est repre´sente´e la courbe expe´rimentale de multi-relaxation du cycle
stabilise´ pour un pre´chargement de 75% et l’e´quilibrium path, suivant l’approximation 2, qui
en de´coule en eﬀectuant la moyenne apre`s relaxation.
Fig. II.51 – Approximation de la courbe
d’e´quilibre du mate´riau par un essai de multi-
relaxation
Fig. II.52 – Comparaison des deux propo-
sitions d’approximation de la courbe d’equi-
libre du mate´riau
Enfin, par construction du mode`le de comportement, ces trois courbes hypere´lastiques
de´finissent, pour εmax donne´, la position du centre des boucles dynamiques qui seront ge´ne´-
re´es par la suite c’est-a`-dire la contrainte moyenne pour une de´formation statique donne´e. En
d’autres termes, les boucles dynamiques simule´es vont converger vers ces e´tats d’e´quilibre.
Il est donc important de bien les de´finir pour assurer une bonne pre´diction de la contrainte
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moyenne.
Sur la figure II.52 sont repre´sente´es les boucles dynamiques associe´es a` des sollicitations dy-
namiques de de´formation maximale 75%, de fre´quence 15 Hz, d’amplitude de de´formation
de 5, 10 et 20% et de de´formation statique de 25 et 50%. De plus, les deux approximations,
obtenues a` partir de la boucle stabilise´e du pre´chargement jusqu’a` 75%, correspondant respec-
tivement a` une simple courbe moyenne de cette boucle (approximation 1) et a` une moyenne
a` partir de l’essai de multi-relaxation re´alise´ et illustre´ par la figure II.51 (approximation 2)
sont superpose´es a` ces boucles.
Conforme´ment au fait que la viscosite´ du mate´riau est dissyme´trique, nous retrouvons bien
que l’approximation utilisant les essais de multi-relaxation, c’est-a`-dire un peu en dessous
de la courbe moyenne, repre´sente mieux les contraintes moyennes des boucles dynamiques.
C’est pourquoi nous avons re´alise´ l’identification des parame`tres de la branche de gauche
a` partir des 3 courbes hypere´lastiques obtenues a` partir des essais de multi-relaxation. Les
3 boucles stabilise´es associe´es au trois niveaux de pre´chargement e´tudie´s ainsi que leurs 3
courbes d’e´quilibre approxime´es sont repre´sente´es sur la figure II.53.
Sur la figure II.54, la simulation optimale de ces 3 courbes d’e´quilibre expe´rimentales est
pre´sente´e. Le jeu de parame`tres mate´riau correspondant est synthe´tise´ dans le tableau II.11.
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Fig. II.53 – Repre´sentation des boucles sta-
bilise´es des pre´chargements et de leur courbe
d’e´quilibre associe´e
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Fig. II.54 – Comparaison entre les courbes
d’e´quilibre expe´rimentales et les courbes si-
mule´es
µ N A νs0 νss
0.285 4.36 4.35 0.1 0.9
Tab. II.11 – Synthe`se des parame`tres mate´riau optimum associe´s aux essais de cisaillement
On note ici une assez bonne pre´diction des courbes d’e´quilibre associe´es aux trois niveaux
de pre´chargement. En fait, les parame`tres µ et N de´finissent une courbe hypere´lastique et
les trois parame`tres repre´sentant l’eﬀet Mullins permettent de faire e´voluer cette courbe
hypere´lastique avec le niveau de de´formation maximale applique´e.
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b) Identification du comportement dynamique et dissipatif
Les 5 parame`tres de la branche de gauche sont ensuite laisse´s fixes, e´gaux aux valeurs
optimales de´termine´es pre´ce´demment, et l’on cherche ici a` identifier les parame`tres associe´s
au caracte`re dissipatif du mate´riau.
Pour les identifier, nous avons de´cide´ de travailler uniquement sur les courbes d’e´volution des
modules e´lastique et de perte. Ainsi, a` chaque simulation d’un essai dynamique, les modules
e´lastique et de perte associe´s a` la boucle dynamique simule´e sont calcule´s puis compare´s aux
modules e´lastique et de perte expe´rimentaux.
Les parame`tres optimaux ainsi de´termine´s sont synthe´tise´s dans le tableau II.12 ; dans la
suite de ce paragraphe, les courbes simule´es sont obtenues a` partir de ces parame`tres.
E R0 Ck Dk d0 σ0 n
12.8 3.6 ·10−4 5.2 11.5 1291 1.1 5.33
Tab. II.12 – Synthe`se des parame`tres mate´riau associe´s a` cette e´tude parame´trique
Sur les figures II.55 et II.56 sont compare´es, pour des sollicitations dynamiques corres-
pondant a` un pre´chargement jusqu’a` 75%, une de´formation statique nulle, une fre´quence de
15 Hz et des amplitudes de de´formations allant de 0.5 a` 20%, respectivement les boucles
dynamiques expe´rimentales et simule´es et les modules e´lastique et de perte expe´rimentaux et
simule´s.
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Fig. II.55 – Comparaison entre les boucles
dynamiques expe´rimentales et simule´es
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= (75%, 0%, - , 15Hz)
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Fig. II.56 – Comparaison entre les modules
e´lastique et de perte expe´rimentaux et simu-
le´s (εmax, εmoy, ∆ε, f )= (75%, 0%, - , 15Hz)
On observe que l’e´volution des modules e´lastique et de perte, et donc de l’eﬀet Payne, est
plutoˆt bien approche´e excepte´e pour le module de perte associe´ a` l’amplitude de de´formation
de 0.5%. De meˆme, dans le plan contrainte/de´formation, l’ensemble des boucles dynamiques
est plutoˆt bien repre´sente´.
Ensuite, on peut observer sur la figure II.57 les pre´dictions obtenues sur les boucles sta-
bilise´es de pre´chargement associe´es aux trois valeurs de de´formations maximales.
On constate que, sans avoir e´te´ optimise´ aux temps courts, le mode`le permet pourtant un
assez bonne pre´diction des cycles stabilise´s de pre´chargement en tenant compte notamment
de l’adoucissement de ces derniers avec la de´formation maximale et donc de l’eﬀet Mullins.
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Fig. II.57 – Comparaison entre les boucles stabilise´es de pre´chargement expe´rimentales et
simule´es
Apre`s avoir observe´ la pre´diction de l’eﬀet Payne et de l’eﬀet Mullins, la de´pendance
a` la de´formation statique obtenue est repre´sente´e sur les figures II.58 et II.59. Ces figures
concernent des sollicitations dynamiques correspondant a` un pre´chargement jusqu’a` 75%,
une fre´quence de 15 Hz, une amplitude de de´formation de 10%, et des de´formations statiques
de 0, 25 et 50%. Sur la figure II.58, le cycle stabilise´ du pre´chargement a` 75% est superpose´ a`
ces boucles dynamiques et sur la figure II.59, un zoom sur la figure pre´ce´dente a e´te´ eﬀectue´.
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Fig. II.58 – Comparaison entre les boucles
dynamiques expe´rimentales et simule´es pour
diﬀe´rentes de´formations statiques
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= (75%, - ,10%, 15Hz)
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Fig. II.59 – Zoom sur les boucles dyna-
miques expe´rimentales et simule´es de la fi-
gure II.58
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= (75%, - ,10%, 15Hz)
On observe ici que le mode`le propose´ est bien capable de simuler la re´ponse dynamique
pour des niveaux de de´formation non nuls. L’e´volution des modules e´lastique et de perte
correspondant aux figures II.58 et II.59 est re´pre´sente´e sur la figure II.60.
Expe´rimentalement, les e´volutions des modules e´lastique et de perte avec la de´formation
statique sont assez faibles. On observe que dans le mode`le propose´, par construction, le mo-
dule de perte est inde´pendant de la de´formation statique applique´e ; la pre´diction y est ici
des plus correcte. Le module e´lastique, quant a` lui, est la somme d’une composante associe´e a`
la sollicitation vibratoire (constante comme pour le module de perte) et d’une seconde relie´e
a` la pente de la courbe hypere´lastique de la courbe de´quilibre a` ce niveau de de´formation
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Fig. II.60 – Comparaison des modules e´lastique et de perte expe´rimentaux et simule´s (εmax,
εmoy, ∆ε, f )= (75%, - ,10%, 15Hz)
statique.
Ensuite, il est inte´ressant d’observer la pre´diction du mode`le propose´ concernant des sollici-
tations dynamiques de de´formation statique non nulle mais ayant une histoire de de´formation
diﬀe´rente. La figure II.61 compare les boucles dynamiques expe´rimentales et simule´es pour
deux sollicitations dynamiques de de´formation statique 50%, d’amplitude de de´formation de
10%, de fre´quence 15 Hz et des de´formations maximales de 75 et 120%.
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Fig. II.61 – Comparaison des boucles dynamiques expe´ri-
mentales et simule´es (εmax, εmoy, ∆ε, f )= ( - , 50%, 10%, 15Hz)
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Fig. II.62 – Zoom sur les
boucles dynamiques de la
figure II.61
Ces pre´visions montrent bien l’aptitude du mode`le DyMPPlEC a` simuler a` la fois l’eﬀet
Payne et l’eﬀet Mullins pour des sollicitations vibratoires de de´formation statique non nulle.
D’autres graphiques concernant la pre´vision des essais de cisaillement sont contenus dans
l’Annexe 1.
Enfin, pour aller plus loin et faire le lien avec l’observation faite au Chapitre I section I.2.2
concernant l’avantage du type de chargement choisi (avec pre´chargement initial) par rapport a`
l’eﬀet Mullins, il peut eˆtre inte´ressant d’observer la pre´diction du mode`le concernant des essais
dynamiques sans pre´chargement au pre´alable (c’est-a`-dire avec εmax = 0). Les figures II.63 et
II.64 repre´sentent les boucles dynamiques associe´es a` des sollicitations de de´formation statique
de 50%, de fre´quence 15 Hz, d’amplitudes de de´formation de 5, 10 et 20% et respectivement
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de de´formation maximale de 0 et 120%.
Fig. II.63 – Boucles dynamiques simule´es
sans pre´chargement au pre´alable
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= ( 0% , 50%, - , 15Hz)
Fig. II.64 – Boucles dynamiques simule´es
avec pre´chargement
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= ( 120% , 50%, - , 15Hz)
Au regard de ces courbes, on retrouve bien le fait que, sans pre´chargement au pre´alable,
la contrainte moyenne des boucles dynamiques est de´pendante de l’amplitude de de´forma-
tion applique´e : celle-ci chute losrque l’amplitude de de´formation augmente. En revanche la
forte non-line´arite´ des boucles dynamiques observe´e dans ce cas n’est pas prise en compte
par le mode`le propose´. De plus, il est ne´cessaire de garder en teˆte que nous n’avons identifie´
les parame`tres mate´riau que pour trois niveaux de de´formations maximales 50, 75 et 120%
engendrant donc un domaine de de´formation maximale conside´re´ compris entre 50 et 120% ;
ainsi en dec¸a` et au dessus de ce domaine le comportement n’a pas e´te´ identifie´. Cependant,
nous pouvons observer que l’influence du pre´chargement est plutoˆt bien reproduite par le
mode`le propose´.
Ainsi, en conservant un mode`le a` seulement deux branches, nous parvenons a` pre´voir le
comportement statique et dynamique du mate´riau. La pre´vision des courbes d’e´volution des
modules e´lastique et de perte et donc de l’eﬀet Payne a e´te´ inte´gre´ tout en tenant compte
de l’eﬀet Mullins. De plus, le mode`le est capable de pre´dire la re´ponse dynamique a` une
sollicitation vibratoire de de´formation statique non nulle.
II.4.2 Prise en compte de l’eﬀet de la fre´quence
Dans le paragraphe pre´ce´dent, l’identification des parame`tres a e´te´ eﬀectue´e a` 15 Hz.
Il est maintenant important d’observer la pre´diction en fre´quence engendre´e par le mode`le
propose´. Les figures II.65 et II.66 repre´sentent, dans le cas des parame`tres mate´riau optimaux
identifie´s dans le paragraphe pre´ce´dent, respectivement l’e´volution des modules e´lastique et
de perte simule´e avec la fre´quence.
Sur la figure II.65, on observe bien, pour une amplitude de de´formation moyenne, une
augmentation du module e´lastique avec la fre´quence. Cependant, toutes les courbes d’e´volu-
tion de module e´lastique convergent aux faibles niveaux de de´formation vers une meˆme valeur
de module e´lastique quelle que soit la fre´quence. Or, comme nous avons pu le constater ex-
pe´rimentalement dans le Chapitre I section I.3.1 d), et comme l’ont observe´ Rendek et Lion
(Rendek and Lion, 2010) (voir figure II.67), lorsque la fre´quence de sollicitation augmente,
toute la courbe d’e´volution du module e´lastique est de´cale´e vers le haut, y compris le palier
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Fig. II.65 – Evolution du module e´lastique
avec la fre´quence pre´dite avec le mode`le pro-
pose´
Fig. II.66 – Evolution du module de perte
avec la fre´quence pre´dite avec le mode`le pro-
pose´
aux faibles niveaux d’amplitude de de´formation.
Sur la figure II.66, on observe un pic de dissipation simule´ dont l’amplitude reste constante
avec la fre´quence mais dont la position se de´cale vers les amplitudes de de´formation croissantes
lorsque la fre´quence augmente. Or, comme nous avons pu le constater expe´rimentalement dans
le Chapitre I section I.3.1 d), et comme l’ont observe´ Rendek et Lion (Rendek and Lion, 2010)
(voir figure II.68), la position du pic de dissipation est identique quelle que soit la fre´quence
applique´e mais son amplitude croˆıt avec la fre´quence.
Fig. II.67 – Evolution du module e´las-
tique avec la fre´quence observe´e par Rendek
et Lion (Rendek and Lion, 2010)
Fig. II.68 – Evolution du module de perte
avec la fre´quence observe´e par Rendek et
Lion (Rendek and Lion, 2010)
Ainsi, tel quel, avec un unique jeu de parame`tres, le mode`le propose´ ne permet donc
pas simuler l’eﬀet Payne couple´ a` l’eﬀet de fre´quence. En eﬀet, comme nous l’avons vu au
paragraphe II.3.2, par construction, pour des niveaux de contrainte infe´rieurs au parame`tre
R0, et donc aux faibles niveaux de de´formation, le comportement simule´ est e´lastique line´aire
de module relie´ aux valeurs des modules des deux branches : µ et E. Cette valeur aux faibles
amplitudes de de´formation est e´gale a` la somme de la pente de la courbe hypere´lastique
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de´finie par la branche inde´pendante du temps correspondant a` εmax et au point εmoy et du
module de la branche de´pendante du temps E pour le cas de la compression (et E/3 pour le
cisaillement). Ainsi, par construction cette valeur est fixe´e quelle que soit la fre´quence.
Apre`s avoir eﬀectue´ une e´tude parame´trique, il semble que pour simuler l’eﬀet Payne et
l’eﬀet de fre´quence, une des possibilite´s soit de modifier la valeur du parame`tre E avec la
fre´quence. Les figures II.69 et II.70 repre´sentent les courbes d’e´volution respectivement de
modules e´lastique et de perte pour diﬀe´rentes valeurs du parame`tre E (les autres parame`tres
e´tant laisse´s fixes, e´gaux aux valeurs optimales de´termine´es au paragraphe pre´ce´dent).
Fig. II.69 – Evolution du module e´lastique
pour diﬀe´rentes valeurs du parame`tre E
Fig. II.70 – Evolution du module de perte
pour diﬀe´rentes valeurs du parame`tre E
On observe alors des e´volutions a` la fois du module e´lastique et du module de perte beau-
coup plus cohe´rentes avec les observations expe´rimentales. Le palier aux faibles amplitudes
de de´formation augmente lorsque la fre´quence augmente et le pic de dissipation voit son am-
plitude augmenter avec la fre´quence tout en restant environ a` la meˆme position.
Ainsi, pour ame´liorer le mode`le propose´, nous proposons de modifier uniquement le pa-
rame`tre E ; plus la fre´quence de la sollicitation est grande et plus le parame`tre E doit eˆtre
augmente´. L’identification du parame`tre E associe´e aux fre´quences de 100 et 200Hz a alors
e´te´ faite a` partir des parame`tres mate´riau optimaux de´termine´s au paragraphe pre´ce´dent
pour un fre´quence de 15 Hz. Pour cela, nous avons eﬀectue´ pour chacune des fre´quences une
optimisation sur les re´sultats d’essais concernant la fre´quence a` optimiser (100 puis 200 Hz
dans l’autre cas) en laissant fixes tous les parame`tres excepte´ le parame`tre E.
La figure II.71 regroupe les diﬀe´rentes valeurs optimales du parame`tre E obtenues pour les
fre´quences de 15, 100 et 200 Hz.
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Fig. II.71 – Evolution des parame`tres E optimaux associe´s aux diﬀe´rentes fre´quences consi-
de´re´es
On constate que sur le domaine de fre´quence conside´re´e, l’e´volution du parame`tre E
ne´cessaire pour simuler l’eﬀet Payne avec la fre´quence semble eˆtre aﬃne.
Les figures II.72 et II.73 repre´sentent les e´volutions respectives des modules e´lastique et de
perte pour les trois valeurs de parame`tre E. On note alors que la tendance globale d’e´volution
Fig. II.72 – Evolution du module e´lastique
obtenue avec les trois valeurs du parame`tre
E synthe´tise´e figure II.71
Fig. II.73 – Evolution du module de perte
obtenue avec les trois valeurs du parame`tre
E synthe´tise´e figure II.71
des deux modules avec la fre´quence est prise en compte, notamment l’amplitude du pic de
dissipation avec la fre´quence.
II.4.3 Etude de sensibilite´ des parame`tres
Afin d’observer la sensibilite´ vis-a`-vis des 7 parame`tres de´finissant le comportement dyna-
mique et dissipatif, nous avons, a` partir des parame`tres optimum synthe´tise´s dans le tableau
II.12, fait e´voluer chacun de ces parame`tres de ±5%. Les figures II.74 a` II.87 repre´sentent les
modifications engendre´es par l’e´volution de ±5% de chacun des parame`tres sur les courbes
d’e´volution des modules e´lastique et de perte ainsi que sur la boucle dynamique d’amplitude
1%, dans le cas de la simulation d’essais vibratoires caracte´rise´s par un pre´chargement jusqu’a`
75%, une de´formation statique nulle,une fre´quence de 15Hz et des amplitudes de de´formation
allant de 0.5 a` 20%.
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Fig. II.74 – Evolution des modules e´las-
tique et de perte engendre´e par l’e´volution
du parame`tre E de ±5%
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Fig. II.75 – Evolution de la boucle dyna-
mique simule´e associe´e a` l’e´volution du pa-
rame`tre E de ±5%
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Fig. II.76 – Evolution des modules e´las-
tique et de perte engendre´e par l’e´volution
du parame`tre R0 de ±5%
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Fig. II.77 – Evolution de la boucle dyna-
mique simule´e associe´e a` l’e´volution du pa-
rame`tre R0 de ±5%
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Fig. II.78 – Evolution des modules e´las-
tique et de perte engendre´e par l’e´volution
du parame`tre Ck de ±5%
+ 5 %
re´fe´rence
- 5 %
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Fig. II.79 – Evolution de la boucle dyna-
mique simule´e associe´e a` l’e´volution du pa-
rame`tre Ck de ±5%
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Fig. II.80 – Evolution des modules e´las-
tique et de perte engendre´e par l’e´volution
du parame`tre Dk de ±5%
+ 5 %
re´fe´rence
- 5 %
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Fig. II.81 – Evolution de la boucle dyna-
mique simule´e associe´e a` l’e´volution du pa-
rame`tre Dk de ±5%
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Fig. II.82 – Evolution des modules e´las-
tique et de perte engendre´e par l’e´volution
du parame`tre d0 de ±5%
+ 5 %
re´fe´rence
- 5 %
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Fig. II.83 – Evolution de la boucle dyna-
mique simule´e associe´e a` l’e´volution du pa-
rame`tre d0 de ±5%
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Fig. II.84 – Evolution des modules e´las-
tique et de perte engendre´e par l’e´volution
du parame`tre σ0 de ±5%
+ 5 %
re´fe´rence
- 5 %
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Fig. II.85 – Evolution de la boucle dyna-
mique simule´e associe´e a` l’e´volution du pa-
rame`tre σ0 de ±5%
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Fig. II.86 – Evolution des modules e´las-
tique et de perte engendre´e par l’e´volution
du parame`tre n de ±5%
+ 5 %
re´fe´rence
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Fig. II.87 – Evolution de la boucle dyna-
mique simule´e associe´e a` l’e´volution du pa-
rame`tre n de ±5%
Globalement, la variation de ±5% de ces 7 parame`tres n’entraˆıne pas beaucoup de mo-
difications sur les courbes d’e´volution des modules e´lastique et de perte et sur les boucles
dynamiques. Seule la variation des parame`tres E, σ0 et n entraˆıne une faible modification no-
tamment sur la courbe de module de perte aux faibles niveaux d’amplitude de de´formation.
II.4.4 Validation sur une pie`ce anti-vibratoire
Le mode`le de comportement, pre´sente´ dans ce chapitre, a e´te´ de´veloppe´ a` partir d’essais
de caracte´risation sur e´prouvettes et identifie´ sur un volume e´le´mentaire repre´sentatif, c’est-
a`-dire sur un mate´riau homoge`ne. L’objectif est maintenant de valider le mode`le de´veloppe´
sur une pie`ce anti-vibratoire choisie par PAULSTRA VIBRACHOC.
Pour cela, des essais de cisaillement sur pie`ce ont e´te´ re´alise´s a` Lisses (91).
Les parame`tres mate´riau utilise´s dans ce paragraphe pour la validation sont les parame`tres
optimaux de´termine´s au paragraphe II.4.1 et synthe´tise´s dans le tableau II.12.
Par soucis de confidentialite´, aucune dimension ne sera pre´cise´e et sur l’ensemble des figures
de ce paragraphe nous avons volontairement laisse´ aucune pre´cision sur l’ordre de grandeur
des axes de force et de´placement.
La pie`ce anti-vibratoire conside´re´e est une pie`ce cyclindrique perc¸e´e constitue´e de plusieurs
couches de silicone charge´ de silice se´pare´es entre elles par des parties me´talliques. La figure
II.88 repre´sente le maillage d’une demie-couche e´le´mentaire en silicone charge´ de silice de
celle-ci.
Dans un premier temps, afin de ve´rifier la non-de´pendance des re´sultats de simulations
avec la taille de maillage, deux tailles de mailles ont e´te´ conside´re´es (figures II.88 et II.89) et
simule´es.
La figure II.90 repre´sente les re´sultats de simulation d’une meˆme sollicitation vibratoire (de´-
finie, comme nous avons l’habitude de le faire maintenant, par un jeu de parame`tres du type
(εmax, εmoy, ∆ε, f )) obtenus a` partir des deux maillages des figures II.88 et II.89.
On constate alors que les re´sultats de simulation sont bien inde´pendant de la taille de
maille du maillage. Dans la suite de ce paragraphe, les re´sultats de simulation ont e´te´ obtenus
a` partir du maillage de la figure II.88.
Puis la simulation a e´te´ eﬀectue´e en utilisant des e´le´ments c3d8 avec l’option l’inte´gration
se´lective.
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Fig. II.88 – Pie`ce anti-vibratoire conside´re´e Fig. II.89 – Meˆme pie`ce que sur la figureII.88 avec un maillage deux fois plus fin
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Fig. II.90 – Comparaison des re´sultats de simulation obtenus avec les deux maillages des
figures II.88 et II.89
En eﬀet, compte-tenu de la valeur e´leve´e du parame`tre de compressibilite´ κ devant les autres
parame`tres, l’utilisation d’e´le´ments standards entraine des proble`mes de surestimation de
pression (observable en trac¸ant trace(T)) et donc de surestimation de la contrainte. Sur la
figure II.91, dans le cas d’une e´prouvette massive de double-cisaillement sollicite´e en cisaille-
ment a` 50% de de´formation suivant la direction 1 et maille´e avec des e´le´ments standards
c3d20, le champ de pression au sein de l’e´lastome`re charge´ est repre´sente´.
On constate qu’au sein d’un meˆme e´le´ment la pression n’est pas constante et parfois meˆme
des pressions positives et ne´gatives coexistent dans le meˆme e´le´ment (e´le´ment en haut a` droite
par exemple).
Les e´le´ments utilise´s dans le cadre de l’inte´gration se´lective sont des e´le´ments dits“mixtes”
sur lesquels sont applique´s en plus du de´placement une condition de pression uniforme au sein
de l’e´le´ment. La figure II.92 repre´sente le champ de pression obtenu dans les meˆmes condi-
tions que sur la figure II.91 avec cette fois-ci des e´le´ments c3d8 avec inte´gration se´lective.
Des niveaux de pression plus faibles sont observe´s (ici l’e´chelle a e´te´ choisie identique pour
eﬀectuer la comparaison mais la pression est dans ce cas comprise entre −4 et 7 MPa) et
l’eﬀet de “damier” de pression au sein d’un meˆme e´le´ment a e´te´ supprime´.
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Fig. II.91 – Observation du champ de pres-
sion au sein de l’e´lastome`re charge´
Fig. II.92 – Observation du champ de pres-
sion au sein de l’e´lastome`re charge´
Ensuite, il est important de noter que lorsque l’on s’inte´resse a` une structure, on ne tra-
vaille plus en contrainte/de´formation mais en force/de´placement compte-tenu du fait que les
champs de de´formations et de contraintes au sein de la pie`ce ne sont pas uniformes. De suite,
on ne raisonne plus en module e´lastique et module de perte mais avec la rigidite´ en phase
(partie e´lastique) note´e K￿ et la rigidite´ en quadrature de phase (partie visqueuse) note´e K￿￿.
Pour de´terminer K￿ et K￿￿, le meˆme protocole que celui de´taille´ au Chapitre I section I.2.5 est
utilise´ excepte´ que ce ne sont plus la de´formation et la contrainte qui sont de´compose´es par
transforme´e de Fourier discre`te mais le de´placement et la force.
La figure II.93 compare la simulation et l’expe´rience concernant le pre´chargement jusqu’a`
45% de la pie`ce en cisaillement.
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Fig. II.93 – Simulation du cycle de pre´chargement jusqu’a` 50% sur pie`ce
Si l’on compare cette simulation sur pie`ce avec la pre´diction du cycle stabilise´ associe´e au
pre´chargement jusqu’a` 50% obtenue sur le VER (repre´sente´e sur la figure A.1 de l’Annexe),
on peut constater qu’une pre´diction similaire est obtenue.
Ensuite, la figure II.94 repre´sente les boucles dynamiques expe´rimentales et simule´es associe´es
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a` une sollicitation vibratoire de pre´chargement jusqu’a` 45%, de de´formation statique nulle,
de fre´quence 5 Hz et d’amplitude de de´formation de 1, 5 et 10%.
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Fig. II.94 – Simulation des boucles dynamiques sur
la pie`ce re´elle
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Fig. II.95 – Zoom sur les boucles
dynamiques de petites amplitudes
de de´formation de la figure II.94
Les figures II.96 et II.97 repre´sentent l’e´volution des rigidite´s K￿ et K￿￿ expe´rimentales et
simule´es associe´es aux boucles dynamiques de la figure II.94.
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Fig. II.96 – Simulation de la rigidite´
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Fig. II.97 – Simulation de la rigidite´
Ces courbes peuvent eˆtre compare´es aux simulations obtenues sur un VER sous un char-
gement similaire (voir Annexe figures A.2 et A.3). On note de la meˆme fac¸on des re´sultats
cohe´rents avec ceux obtenus sur VER validant ainsi le passage d’une simulation sur e´prou-
vette a` une simulation sur structure.
Ainsi l’identification des parame`tres mate´riau du mode`le DyMPPlEC a` partir d’essais
re´alise´s sur e´prouvettes, suﬃt pour pouvoir pre´dire, avec une qualite´ similaire a` celle obtenue
sur e´prouvette, la re´ponse dynamique d’une structure.
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II.5 Ouverture vers d’autres modes de sollicitations
Apre`s avoir applique´ et identifie´ le mode`le DyMPPlEC a` des essais de cisaillement uni-
quement, il est inte´ressant de tester la capacite´ de ce mode`le a` simuler d’autres modes de
sollicitations.
Comme nous l’avons vu au Chapitre I, le silicone charge´ de silice e´tudie´ a aussi e´te´ caracte´rise´
dynamiquement en compression. Ainsi, dans cette section, nous nous attacherons, dans un
premier temps, a` observer l’aptitude du mode`le a` simuler les essais de compression puis nous
tenterons de de´terminer un jeu de parame`tres mate´riau permettant de simuler l’ensemble des
essais.
II.5.1 Identification a` fre´quence fixe´e associe´e aux essais de compression
La meˆme proce´dure que celle employe´e au paragraphe II.4.1 pour identifier les parame`tres
mate´riaux associe´ aux essais de cisaillement est utilise´e ici.
a) Identification du comportement d’e´quilibre sans plasticite´
Dans un premier temps, les 5 parame`tres permettant de simuler le comportement inde´-
pendant du temps sont identifie´s. Pour cela, les deux courbes d’e´quilibre associe´es aux deux
pre´chargements de compression re´alise´s doivent eˆtre de´termine´es. Dans le cas des essais de
compression seule, la boucle stabilise´e pre´sente une de´formation re´manente ; cependant les
courbes hypere´lastiques doivent passer par ze´ro. Ainsi, pour de´terminer ces deux courbes
hypere´lastiques nous avons utilise´ conjointement la courbe moyenne de ces courbes et les
contraintes moyennes des boucles dynamiques expe´rimentales. Sur la figure II.98, sont re-
pre´sente´es les boucles dynamiques associe´es aux sollicitations dynamiques de de´formation
maximale −15%, de fre´quence 15 Hz, d’amplitudes de de´formation de 1 et 2% et de de´-
formations statiques de −2.5, −5 et −10%. De plus, la courbe d’e´quilibre de´termine´e y est
superpose´e.
Fig. II.98 – Ve´rification de la validite´ de
courbe d’e´quilibre construite en superposant
les boucles dynamiques expe´rimentales
Fig. II.99 – Repre´sentation des boucles
stabilise´es des deux pre´chargements et des
courbes d’e´quilibre associe´es
On constate que cette courbe d’e´quilibre semble pouvoir bien repre´senter l’e´tat d’e´quilibre
du mate´riau et donc la contrainte moyenne des boucles dynamiques qui seront simule´es. Sur
la figure II.99, les deux boucles stabilise´es expe´rimentales sont repre´sente´es avec les courbes
d’e´quilibre qui leur sont associe´es.
Ceux sont donc ces deux courbes d’e´quilibre que nous cherchons a` simuler. La figure II.100
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repre´sente la simulation optimum de ces courbes obtenue avec le jeu de parame`tres synthe´tise´
dans le tableau II.13.
Fig. II.100 – Comparaison entre les courbes d’e´quilibre approxime´es a` partir des essais de
pre´chargement et celle simule´es
µ N A νs0 νss
19.7 0.8 95.0 0.12 0.948
Tab. II.13 – Synthe`se des parame`tres mate´riau optimum associe´s aux essais de compression
On observe sur la figure II.100 que la simulation obtenue est assez approximative pour
les faibles niveaux de de´formation et est assez bonne par la suite. On pourra remarquer que
nous avons choisi de tronquer les courbes d’e´quilibre respectivement a` −5 et −10% pour
espe´rer mieux fitter ces courbes. En eﬀet, ces courbes d’e´quilibre pre´sentent une forte non-
line´arite´ alors que les niveaux de de´formation restent assez faibles : −7.5 et −15%. Nous
n’avons pas re´ussi, meˆme en ne conside´rant qu’une seule courbe hypere´lastique a` simuler ces
augmentations fortes de la contrainte a` proximite´ des valeurs maximales de de´formations avec
le mode`le d’Arruda-Boyce. Comme l’illustre la figure II.101, ou` plusieurs jeux de parame`tres
(µ, N) sont teste´s pour repre´senter la courbe d’e´quilibre en compression associe´e a` εmax =
−15%, sur le domaine de de´formation concerne´ les pre´dictions sont line´aires.
Pour ame´liorer la pre´vision de ces courbes d’e´quilibre en compression, une solution pour-
rait eˆtre de comple´ter le mode`le d’Arruda-Boyce en y ajoutant une fonction de´pendante du
deuxie`me invariant (I2). En eﬀet, si l’on observe la figure II.102, rappellant le potentiel du
mode`le d’Arruda-Boyce, de´ja` discute´ au paragraphe II.1.2 d), pour diﬀe´rentes sollicitations
et sur toute la gamme de de´formation (petites et grandes de´formations)(Arruda and Boyce,
2000), on peut y observer une bonne tendance globale sur l’ensemble de la gamme des de´-
formations dans le cas d’une sollicitation uniaxiale mais la pre´diction est beaucoup moins
bonne dans le cas de la sollicitation biaxiale. Or comme nous l’avons de´ja` souligne´ dans ce
meˆme paragraphe, une sollicitation equi-biaxiale dans les directions 1 et 2 (directions or-
thogonales) est e´quivalente a` une compression suivant la direction 3. De plus, le mode`le a`
huit chaˆınes d’Arruda-Boyce ne tient pas compte du second invariant (I2) mais seulement des
termes d’ordres supe´rieurs du premier invariant et comme l’on souligne´ Diani et ses colle`gues
(Lambert-Diani and Rey, 1999) ceci serait en partie duˆ a` la non prise en compte de I2.
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Fig. II.101 – Tentative d’utilisation du mode`le a` huit chaˆınes d’Arruda-Boyce pour repre´-
senter une des courbes d’e´quilibre en compression
Ainsi, pour ame´liorer leur pre´vision quelle que soit a sollicitation et le niveau de de´for-
mation, plusieurs auteurs (Arruda and Boyce, 2000),(Beda, 2007) proposent de sommer les
densite´s d’e´nergie de de´formation associe´es a` deux mode`les diﬀe´rents, l’un ayant une bonne
pre´diction aux petites de´formations et l’autre aux grandes de´formations. Dans leur article Ar-
ruda et Boyce (Arruda and Boyce, 2000) proposent l’association du mode`le de Flory-Ermann
a` celui d’Arruda-Boyce.
Fig. II.102 – Comparaison du mode`le
d’Arruda-Boyce avec les donne´es expe´rimen-
tales obtenues par Treloar en traction uni-
axiale et biaxiale (Arruda and Boyce, 2000)
Fig. II.103 – Comparaison du mode`le de
Gent-thomas avec les donne´es expe´rimen-
tales obtenues par Treloar en traction uni-
axiale et biaxiale (Beda, 2007)
Beda (Beda, 2007), quant a` lui, propose l’ajout du mode`le de Gent-Thomas a` un mode`le
de type Rivlin a` 3 coeﬃcients ; la densite´ d’e´nergie de de´formation propose´e s’e´crit alors sous
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la forme :
U =C10 · (I1−3)+ 12C20 · (I1−3)
2+
1
3
C30 · (I1−3)3+K · ln I23 . (II.147)
sachant que la densite´ d’e´nergie de de´formation concernant le mode`le de Gent-Thomas est
de la forme : UGT = K1 · (I1−3)+K2 · ln I23 .
La figure II.103 repre´sente les pre´dictions obtenues avec un mode`le de type Gent-Thomas sur
les donne´es expe´rimentales de Treloar. On peut y observer une tre`s bonne pre´diction pour les
deux types de sollicitation mais uniquement sur le domaine des petites voire moyennes de´-
formations. On notera de plus que le mode`le de Flory-Erman donne des re´sultats e´quivalents
(Beda, 2007).
La figure II.104, quant a` elle, repre´sente les pre´dictions obtenues concernant l’association
des deux mode`les propose´ par Beda.
Fig. II.104 – Comparaison du mode`le propose´ par Beda avec les donne´es expe´rimentales
obtenues par Treloar en traction uniaxiale et biaxiale (Beda, 2007)
En comparaison avec le mode`le d’Arruda-Boyce, on constate que le mode`le propose´ par
Beda entraˆıne une forte ame´lioration des pre´dictions dans le cas de la sollicitation biaxiale et
sur le domaine des petites de´formations.
La diﬀe´rence principale apporte´e par cette association de mode`les est la pre´sence du deuxie`me
invariant I2.
C’est dans cette optique que nous avons souhaite´ associe´ a` la densite´ d’e´nergie de de´for-
mation d’Arruda-Boyce, gouvernant l’hypere´lasticite´ de la branche inde´pendante du temps,
la densite´ d’e´nergie de de´formation de Gent-Thomas telle que :
Uame´liore´ = nkθN
￿
λchain√
N
βchain+ ln
βchain
sinh(βchain)
￿
+KGT · ln I23 . (II.148)
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Cependant, pour eﬀectuer la modification dans la branche inde´pendante du temps du
mode`le que nous proposons, il faut de plus e´tendre la prise en compte de l’eﬀet Mullins (voir
section II.1.2 h)) et du facteur d’amplification des de´formations X (voir paragraphe II.1.2 g))
qui dans l’article de Qi et Boyce (Qi and Boyce, 2004) ne sont applique´s qu’aux lois hyper-
e´lastiques s’exprimant uniquement en fonction du premier invariant I1.
Dans l’article de Qi et Boyce, l’amplification des de´formations est applique´e au premier in-
variant de la manie`re suivante :
< I1 >m= X(< I1 >−3)+3. (II.149)
On peut alors assez facilement associer, par exemple, ce premier invariant amplifie´ < I1 >m
au tenseur des de´formations amplifie´ < C>m de´fini par :
< C>m= X(< C>−3)+3, (II.150)
ve´rifiant tr(< C>m) =< I1 >m.
L’expression du deuxie`me invariant amplifie´ associe´ a` ce tenseur des de´formations amplifie´
est alors :
< I2 >m=
1
2
·
￿
X2 · (2I2−4I1+6)+X · (4I1−12)+6
￿
, (II.151)
ou` < I2 >m de´pend a` la fois de I1 et de I2.
Ainsi, on ne peut pas trivialement e´tendre l’amplification des de´formations a` I2 en posant
< I2 >m= X(< I2 >−3)+3 car les deux invariants amplifie´s ainsi de´finis ne correspondent a`
aucun tenseur des de´formations amplifie´.
C’est pourquoi nous n’avons pas pu mettre en place cette correction de la partie hyper-
e´lastique en introduisant le deuxie`me invariant dans l’expression de la densite´ d’e´nergie de
de´formation.
Ainsi, pour obtenir la meilleure approximation possible des courbes d’e´quilibre expe´rimen-
tales en compression, nous avons choisi de les tronquer au niveau des de´fomations statiques
maximales que nous avons e´tudie´ (c’est-a`-dire −5 et −10%).
b) Identification du comportement dynamique et dissipatif
Les 5 parame`tres de´termine´s pre´ce´demment sont ensuite laisse´s fixes, e´gaux aux valeurs
optimales de´termine´es pre´ce´demment, puis l’on cherche ici a` identifier les parame`tres associe´s
au caracte`re dissipatif du mate´riau.
Comme dans le paragraphe pre´ce´dent, nous avons re´alise´ l’optimisation uniquement sur les
modules e´lastique et de perte. Les 7 parame`tres optimaux obtenus apre`s optimisation sont
synthe´tise´s dans le tableau II.14. Les courbes simule´es pre´sente´es dans la suite de ce para-
graphe correspondent a` ce jeu de parame`tres.
E R0 Ck Dk d0 σ0 n
20.2 9.74 ·10−4 19.9 103.5 3000 3.34 2.62
Tab. II.14 – Synthe`se des parame`tres mate´riau associe´s a` cette e´tude parame´trique
Pour des sollicitations dynamiques de compression correspondant a` un pre´chargement jus-
qu’a` −7.5%, une de´formation statique de −2.5%, une fre´quence de 15 Hz et des amplitudes
de de´formations allant de 0.1 a` 1%, les figures II.105 et II.106 repre´sentent respectivement
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simu : dyn 0.1 %
simu : dyn 0.5 %
simu : dyn 1 %
exp :dyn 1 %
exp : dyn 0.5 %
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De´formation nominale (-)
Co
ntr
ain
te
no
mi
na
le
(M
Pa
)
-0.01-0.015-0.02-0.025-0.03-0.035-0.04
0.2
0.1
0
-0.1
-0.2
-0.3
Fig. II.105 – Comparaison des boucles dy-
namiques expe´rimentales et simule´es
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= ( −7.5% , −2.5%, - , 15Hz)
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Fig. II.106 – Comparaison des modules
e´lastique et de perte expe´rimentaux et simu-
le´s (εmax, εmoy, ∆ε, f )= (−7.5% ,−2.5%, - , 15Hz)
les boucles dynamiques expe´rimentales et simule´es et les modules e´lastiques et de perte ex-
pe´rimentaux et simule´s.
On peut noter une assez bonne pre´diction des e´volutions des modules e´lastique et de perte
associe´s a` ces sollicitations ainsi que des boucles dynamiques.
Ainsi, les tendances d’e´volution de l’eﬀet Payne en compression peuvent aussi eˆtre repre´sen-
te´es par notre mode`le.
L’ensemble des parame`tres mate´riau e´tant de´termine´, observons la pre´diction obtenue
pour diﬀe´rents cas de chargement dynamique en compression.
Ainsi pour des sollicitations correspondant a` un pre´chargement jusqu’a` −7.5%, une amplitude
de de´formation de 1%, une fre´quence de 15 Hz et diﬀe´rents niveaux de de´formations statiques
de −1.25, −2.5 et −5%, les figures II.107 et II.108 comparent respectivement les boucles
dynamiques expe´rimentales et simule´es et les modules e´lastiques et de perte expe´rimentaux
et simule´s obtenus.
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Fig. II.107 – Comparaison des boucles dy-
namiques expe´rimentales et simule´es
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= ( −7.5% , - , 1% , 15Hz)
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Fig. II.108 – Comparaison des modules
e´lastique et de perte expe´rimentaux et simu-
le´s (εmax, εmoy, ∆ε, f )= ( −7.5% , - , 1% , 15Hz)
On constate alors une assez bonne pre´diction des boucles dynamiques pour diﬀe´rents ni-
veaux de de´formation statique applique´s. Une tre`s bonne pre´vision du module de perte est
observe´.
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Ensuite, il est inte´ressant d’observer les pre´dictions du mode`le associe´es a` un niveau de
de´formation statique non nul mais pour des niveaux de de´formation maximales diﬀe´rents.
La figure II.109 repre´sente les boucles dynamiques expe´rimentales et simule´es associe´es a` des
sollicitations dynamiques correspondant a` une amplitude de de´formation de 1%, une fre´quence
de 15 Hz, une de´formation statique de −5%, et des de´formations maximales de −7.5 et −15%.
simu : pre -7.5 %
simu : pre -15 %
exp : pre -7.5 %
exp : pre -15 %
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Fig. II.109 – Comparaison des boucles dynamiques expe´rimentales et simule´es
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= ( - , −5% , 1% , 15Hz)
Une assez bonne pre´vision des boucles dynamiques associe´es est constate´ ce qui met en
avant l’aptitude du mode`le DyMPPlEC a` simuler a` la fois l’eﬀet Payne et l’eﬀet Mullins.
Enfin, sur la figure II.110, la simulation des boucles stabilise´es des deux pre´chargements
de compression est repre´sente´e.
Fig. II.110 – Observation de la pre´diction des boucles stabilise´es associe´es aux deux niveaux
de pre´chargement
Les parame`tres mate´riau n’ont pas e´te´ optimise´ aux temps courts pourtant le mode`le
de´veloppe´ parvient bien a` simuler des boucles stabilise´es dissipatives. Cependant, dans le cas
de la compression, la pre´diction obtenue est assez moyenne et notamment moins bonne que
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sur les essais de cisaillement.
L’approximation faite lors de l’optimisation des courbes d’e´quilibre en tronquant les parties
tre`s non-line´aires, semble expliquer, tout du moins en partie, la pre´diction approximative des
boucles stabilise´es de cyclage.
Dans ce paragraphe, nous avons pu constater que le mode`le DyMPPlEC simule plutoˆt
bien le comportement dynamique en compression du silicone charge´ de silice. Ainsi, le mode`le
permet de pre´voir l’eﬀet Payne tout en tenant compte de l’eﬀet Mullins mais aussi de simuler
des sollicitations vibratoires de de´formation statique non nulles.
Le mode`le pourrait-eˆtre perfectionne´ en ame´liorant la pre´vision du comportement d’e´quilibre
sans plasticite´ en utilisant un mode`le hypere´lastique permettant une meilleure pre´vision du
comportement, probablement en tenant compte du deuxie`me invariant.
II.5.2 Identification associe´e a` un mode mixte de cisaillement et de com-
pression
En fait, l’objectif principal a` atteindre ide´alement est d’eˆtre capable, avec un unique jeu
de parame`tres mate´riau, de simuler l’ensemble des essais. Ceci permettrait notamment de
pouvoir pre´dire la re´ponse a` un chargement mixte.
Ainsi, les meˆmes me´thodes d’identification des parame`tres sont employe´es mais pour chacune
des optimisations, l’ensemble des essais de cisaillement et de compression est utilise´.
Cependant, pour obtenir de meilleurs re´sultats lors de l’optimisation des parame`tres mate´riau,
nous avons choisi d’utiliser des fonctions poids. En eﬀet, lors du processus d’optimisation,
chaque simulation e´le´mentaire est compare´e avec les donne´es d’essais correspondantes et la
distance entre les 2 courbes est e´value´e ; ici la fonction e´valuant cet e´cart est choisie sous la
forme :
Fi =
1
2(t+− t−)
Z t+
t−
￿
ysimu(t)− yexp(t)
￿2
dt, (II.152)
avec [t+; t−] l’intervalle de temps commun aux deux courbes compare´es.
Puis, la fonction objectif F a` re´duire est la somme de ces e´carts pour l’ensemble des essais
conside´re´s. Par de´faut, les e´carts sont somme´s sans introduction de poids (αi = 1∀i ) ; mais si
l’on souhaite privile´gier un essai par rapport a` un autre ou normer les contributions de tous
les essais, il est possible d’introduire des poids et donc de modifier l’e´valuation de la fonction
objectif F qui s’e´crit alors sous la forme :
F =
n
∑
i=1
αiFi, (II.153)
avec n le nombre d’essais conside´re´s.
En eﬀet, dans notre cas, les niveaux de contrainte et de modules associe´s aux essais de com-
pression sont beaucoup plus e´le´ve´s que ceux relatifs aux essais de cisaillement ; c’est pourquoi,
pour que les donne´es expe´rimentales relatives aux essais de cisaillement soient conside´re´es de
manie`re e´quivalente par l’optimiseur, celles-ci ont e´te´ ponde´re´es avec des coeﬃcients αi de
l’ordre de 100.
a) Identification du comportement d’e´quilibre sans plasticite´
Ici, les 3 courbes d’e´quilibre de cisaillement identifie´es au paragraphe II.4.1 ainsi que
les 2 courbes d’e´quilibre de compression identifie´es au paragraphe II.5.1 sont conside´re´es
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µ N A νs0 νss
0.75 42 141.6 0.1 0.95
Tab. II.15 – Synthe`se des parame`tres mate´riau optimaux associe´s a` l’ensemble des essais
simultane´ment.
Le jeu de parame`tres optimal obtenu est synthe´tise´ dans le tableau II.15.
Les figures II.111 et II.112 illustrent les pre´dictions obtenues pour ces 5 courbes d’e´quilibre
en comparaison avec les courbes identifie´es expe´rimentalement.
Fig. II.111 – Comparaison entre les
courbes d’e´quilibre de cisaillement approxi-
me´es a` partir des essais de pre´chargement et
celle simule´es
Fig. II.112 – Comparaison entre les
courbes d’e´quilibre de compression approxi-
me´es a` partir des essais de pre´chargement et
celle simule´es
On constate alors que le mode`le propose´ permet diﬃcilement de pre´dire le comportement
inde´pendant du temps pour les deux types de sollicitations a` la fois. La pre´diction sur les
courbes de compression reste comparable a` celle obtenue pour l’identification sur les essais de
compression seule mais celle des courbes de cisaillement est beaucoup moins juste notamment
pour la de´formation maximale de 120%.
Pour ame´liorer la simulation des courbes d’e´quilibre des deux modes de sollicitations avec
un unique jeu de paramt`res, une solution pourrait eˆtre d’inte´grer a` la mode´lisation de l’eﬀet
Mullins, et donc du comportement statique sans plasticite´, de l’anisotropie.
En eﬀet, les courbes d’e´quilibre associe´es aux essais de cisaillement ne sont pas suﬃsamment
adoucies.
Pour tenir compte de cela, il faudrait peut-eˆtre pouvoir introduire deux lois d’e´volution de la
phase molle avec la de´formation applique´e diﬀe´rentes (cf e´quation II.94) suivant la direction de
sollicitation ou plutoˆt une loi d’e´volution anisotrope. Une autre solution pourrait eˆtre d’utiliser
le mode`le propose´ par Diani et ses colle`gues (Diani et al., 2006b) e´voque´ au paragraphe II.1.2
h) permettant de tenir compte de l’anisotropie induite par eﬀet Mullins.
b) identification du comportement dynamique et dissipatif
Les 5 parame`tres optimise´s sont ensuite laisse´s fixes puis les 7 parame`tres de la branche
de´pendante du temps sont optimise´s sur les courbes d’e´volution des modules e´lastique et de
perte sur l’ensemble des essais. Le jeu de parame`tres optimum obtenus est synthe´tise´ dans
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le tableau II.16. Dans la suite de cette section, les courbes simule´es trace´es ont toutes e´te´
obtenues avec ce jeu de parame`tres.
E R0 Ck Dk d0 σ0 n
21.5 1.22 ·10−4 17.4 235 2530 1.79 3.07
Tab. II.16 – Synthe`se des parame`tres mate´riau associe´s a` l’optimisation des parame`tres
associe´s a` la de´pendance en temps sur l’ensemble des essais
Re´sultats obtenus concernant les essais de cisaillement
Sur les figures II.113 et II.114 sont compare´es, pour des sollicitations dynamiques cor-
respondant a` un pre´chargement jusqu’a` 50%, une de´formation statique nulle, une fre´quence
de 15 Hz et des amplitudes de de´formations allant de 0.5 a` 20%, respectivement les boucles
dynamiques expe´rimentales et simule´es et les modules e´lastiques et de perte expe´rimentaux
et simule´s.
Fig. II.113 – Comparaison entre les boucles
dynamiques expe´rimentales et simule´es (εmax,
εmoy, ∆ε, f )= (50%, 0% , - , 15Hz)
Fig. II.114 – Comparaison des modules
e´lastique et de perte expe´rimentaux et simu-
le´s (εmax, εmoy, ∆ε, f )= (50%, 0% , - , 15Hz)
On constate que pour les essais de cisaillement, les tendances d’e´volution des modules
e´lastique et perte sont respecte´es, cependant une estimation assez moyenne est obtenue : le
module e´lastique est sous-estime´ et le module de perte,lui, surestime´.
Ensuite, la figure II.115 illustre les pre´dictions obtenues concernant les boucles stabilise´es
des pre´chargements.
L’optimisation n’a pas e´te´ re´alise´e aux temps courts cependant on observe que la dissipa-
tion de celles-ci est sous-estime´e notamment en comparaison avec les pre´visions de ces boucles
que nous avons pu obtenir pre´ce´demment (un seul cas de sollicitation).
Enfin, la pre´diction d’essais dynamiques pour diﬀe´rents niveaux de de´formation statique
est illustre´e sur la figure II.116.
Sur cette figure, les erreurs cumule´es, lie´es a` la pre´diction de la courbe d’e´quilibre (et donc
de la contrainte moyenne) et a` la pre´diction des modules e´lastique et de perte, est observe´e.
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Fig. II.115 – Comparaison entre les boucles stabilise´es de pre´chargement expe´rimentales et
simule´es
Fig. II.116 – Comparaison entre les boucles dynamiques expe´rimentales et simule´es (εmax,
εmoy, ∆ε, f )= (75%, - , 10%,15Hz)
Re´sultats obtenus concernant les essais de compression
Les figures II.117 et II.118 repre´sentent, pour des sollicitations dynamiques de compres-
sion correspondant a` un pre´chargement jusqu’a` −7.5%, une de´formation statique de −2.5%,
une fre´quence de 15 Hz et des amplitudes de de´formation allant de 0.1 a` 1%, respective-
ment les boucles dynamiques expe´rimentales et simule´es et les modules e´lastique et de perte
expe´rimentaux et simule´s.
Dans le cas des essais de compression, on observe une bonne pre´vision des boucles dyna-
miques associe´es aux modules simule´s. Ces re´sultats de simulation obtenus sont assez com-
parables avec ceux obtenus dans le paragraphe II.5.1 pour les seuls essais de compression.
Ensuite, la figure II.119 repre´sente la simulation des boucles stabilise´es des pre´chargements
obtenue.
L’optimisation n’a pas e´te´ re´alise´e aux temps courts pourtant une simulation assez cor-
recte de ces boucles est obtenue notamment pour les faibles et interme´diaires niveaux de
de´formation ; en revanche, pour les niveaux de de´formation proches de la de´formation maxi-
male l’augmentation brutale de rigidite´ n’est pas prise en compte. Ce re´sultat est en relation
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Fig. II.117 – Comparaison des boucles dy-
namiques expe´rimentales et simule´es (εmax,
εmoy, ∆ε, f )= ( −7.5% , −2.5%, - , 15Hz)
Fig. II.118 – Comparaison des modules
e´lastique et de perte expe´rimentaux et simu-
le´s (εmax, εmoy, ∆ε, f )= ( −7.5% , −2.5%, - ,
15Hz)
Fig. II.119 – Comparaison entre les boucles stabilise´es de pre´chargement expe´rimentales et
simule´es
directe avec la pre´diction obtenue des courbes d’e´quilibre et notamment le fait que nous
n’avons pas pris en compte la forte non-line´arite´ des courbes d’e´quilibre (voir paragraphe
II.5.1 a)).
Enfin, la figure II.120 repre´sente les pre´dictions obtenues pour diﬀe´rents niveaux de de´-
formation statique.
On observe une assez bonne pre´diction des boucles dynamiques montrant l’aptitude du
mode`le a` simuler des sollicitations vibratoires de de´formation statique non nulle.
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Fig. II.120 – Comparaison des boucles dynamiques expe´rimentales et simule´es (εmax, εmoy,
∆ε, f )= ( −7.5% , - , 1% , 15Hz)
II.6 Conclusion partielle
En proposant le mode`le DyMPPlEC nous avons e´te´ capable de simuler la re´ponse dyna-
mique d’un silicone charge´ de silice puis d’une pie`ce anti-vibratoire en cisaillement. De plus,
nous avons pu mettre en avant la capacite´ de mode`le a` rendre compte a` la fois de l’eﬀet
Mullins et de l’eﬀet Payne.
En eﬀet, ce mode`le de comportement repose sur la de´composition du comportement en une
partie mode´lisant l’e´tat d’e´quilibre sans plasticite´ et une autre la partie dynamique et dis-
sipatives. La premie`re partie permet de simuler les diﬀe´rents pre´chargements et donc l’eﬀet
Mullins ; elle de´finit de plus les contraintes moyennes des boucles dynamiques pour une de´-
formation statique donne´e. La seconde partie, quant a` elle, permet de simuler les boucles
dynamiques a` proprement dites et donc l’eﬀet Payne. Ainsi, de la meˆme manie`re que nous
l’avons fait expe´rimentalement, l’eﬀet Mullins est de´couple´ de l’eﬀet Payne.
Ensuite, nous avons pu observer la capacite´ du mode`le propose´ a` simuler des sollicitations
vibratoires de de´formation statique non nulle.
Puis, nous avons simule´ la re´ponse dynamique d’un silicone charge´ de silice en compression.
Nous sommes parvenus a` obtenir des re´sultats assez satisfaisants concernant la mode´lisation
des boucles dynamiques. Cependant, nous avons mis en avant constate´ qu’une ame´lioration
pourrait eˆtre eﬀectue´e concernant la simulation des courbes d’e´quilibre hypere´lastiques avec
Eﬀet Mullins.
Enfin, nous avons identifie´ le mode`le propose´ a` l’ensemble des essais dynamiques re´alise´s
c’est-a`-dire a` la fois en cisaillement et en compression. Dans ce cas, il a e´te´ diﬃcile de pouvoir
simuler correctement les deux types de sollicitation a` la fois et une ame´lioration concernant la
pre´diction des courbes d’e´quilibre hypere´lastiques avec Mullins doit eˆtre apporte´e. Il semble
que l’adoucissement des courbes d’e´quilibre par eﬀet Mullins devrait eˆtre conside´re´ de ma-
nie`re anisotrope.
Cependant, dans tous les cas, nous avons pu mettre en place un mode`le capable de rendre
compte de l’eﬀet Payne. Les ame´liorations a` apporter semblent plus eˆtre associe´es a` la si-
mulation de l’e´tat d’e´quilibre du mate´riau et donc aux courbes hypere´lastiques avec eﬀet
Mullins.
Chapitre -III-
Cre´ation du mode`le de
substitution de la liaison souple a`
l’aide d’une me´thode de re´duction
d’ordre de mode`le (ROM)
D ans ce chapitre, nous proposons une me´thodologie afin de ge´ne´rer eﬃcacement (c’est-a`-dire rapidement et pre´cise´ment) les surfaces de re´ponse permettant la de´finition
du mode`le de substitution de la liaison souple. Cette me´thodologie est fonde´e sur l’utilisation
d’une me´thode de re´duction d’ordre de mode`le (ROM). Un e´tat de l’art sur ces me´thodes sera
d’abord pre´sente´ puis la me´thodologie sera pre´sente´e dans le cadre de la ge´ne´ration de deux
bases de donne´es associe´es a` la rigidite´ et a` la dissipation de la liaison souple pour diﬀe´rents
chargements dynamiques applique´s.
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III.1 Proble´matique ge´ne´rale
En dynamique des structures, pour simplifier et acce´le´rer la simulation de grands sys-
te`mes me´caniques, l’utilisation de mode`les de substitution de sous-syste`me a` comportement
non-line´aire s’ave`re tre`s eﬃcace ((Rutherford, 2005), (Ansari et al., 2010)). En eﬀet, les mo-
de`les de substitution ou macro-mode`les sont des mode`les simplifie´s, constitue´s d’un ensemble
de ressorts et d’amortisseurs, destine´s a` se substituer au mode`le physique du sous-syste`me.
Dans les cas de comportement non-line´aire de sous-syste`me, les caracte´ristiques du mode`le de
substitution de´pendent de parame`tres de sollicitation. Dans le cadre de notre e´tude, il s’agit
de construire un mode`le simplifie´ de la liaison souple qui viendra se substituer au mode`le e´le´-
ments finis incluant le mode`le de comportement de Qi-Boyce modifie´ qui a e´te´ pre´sente´ dans le
chapitre II. Ce mode`le e´le´ments finis permet de tenir compte de tous les parame`tres physiques
de la mode´lisation, qu’il s’agisse des parame`tres mate´riau ou des parame`tres ge´ome´triques.
Cependant, pour que cette repre´sentation ait un sens et soit eﬃcace, la construction du
mode`le de substitution est en e´troite relation avec le mode`le physique. Ainsi, pour de´finir
les composantes de ce mode`le simplifie´, des bases de donne´es associe´es aux pre´dictions de
comportement obtenues par le mode`le physique du sous-syste`me sont ne´cessaires. Dans notre
cas, deux caracte´ristiques de´finissent le macro-mode`le : la rigidite´ et la dissipation en fonc-
tion de la vibration applique´e dans une direction donne´e. Ces bases de donne´es peuvent eˆtre
issues de re´sultats expe´rimentaux et/ou nume´riques. Dans ce chapitre, nous allons chercher a`
construire nume´riquement deux bases de donne´es respectivement associe´es a` la rigidite´ et a`
la dissipation en fonction des caracte´ristiques du chargement dynamique applique´ qui restent
les meˆmes que celles de´finies dans le protocole expe´rimentale (voir section I.2.2) : la fre´-
quence, l’amplitude de de´formation, la de´formation statique et la de´formation maximale, soit
4 parame`tres. Pour obtenir des bases de donne´es repre´sentatives tout en limitant le nombre
de calcul, nous avons choisi d’utiliser une me´thode de discre´tisation de type plan factoriel
complet c’est-a`-dire en choisissant un nombre e´gal de variations pour chaque parame`tre puis
un choix ale´atoire dans l’intervalle e´tudie´ pour chaque parame`tre ce qui permet d’obtenir une
bonne se´lection de valeurs ((McKay et al., 1979),(Bilicz et al., 2010)). Nous prendrons trois
valeurs par parame`tres.
Pour repre´senter ces bases de donne´es dans l’espace des parame`tres, l’utilisation de sur-
faces de re´ponse est souvent employe´e. L’e´volution de la caracte´ristique e´tudie´e est ensuite
extrapole´e sur les domaines conside´re´s pour chaque parame`tre et servira pour de´finir les
constituants du macro-mode`le pour toutes sollicitations dynamiques comprises dans ces in-
tervalles. L’avantage est qu’ensuite il n’est plus ne´cessaire d’avoir recours aux simulations
couˆteuses utilisant le mode`le physique.
On pourra noter que ces surfaces de re´ponses sont aussi utilise´es pour eﬀectuer des e´tudes de
sensibilite´ parame´trique (Atashi and Shiva, 2010) par exemple.
Ainsi, la construction de ces surfaces de re´ponse ne´cessite la re´solution d’un proble`me
parame´trique et donc un nombre important de simulations utilisant le mode`le physique est
a` mener. Ces simulations sont des simulations similaires, elles diﬀe`rent, dans notre cas, par
le chargement applique´ et sont au nombre de 81 (3 valeurs pour chacun des 4 parame`tres).
Dans ce contexte, l’utilisation de me´thodes standards comme les e´le´ments finis sont alors
tre`s couˆteuse en temps et en ressources informatiques ; c’est pourquoi la mise en place de
me´thodes de re´duction comme les mode`les d’ordre re´duit (ROM) peut s’ave´rer tre`s eﬃcace.
Elles permettent des gains en temps de calcul important tout en conservant une pre´cision
satisfaisante sur les re´sultats.
III.2. ME´THODES DE RE´DUCTION DE MODE`LES : ETAT DE L’ART 139
Dans ce chapitre, nous proposons l’utilisation d’une me´thode de re´duction de mode`le :
l’APHR (Ryckelynck, 2005) afin de construire eﬃcacement les surfaces de re´ponse permettant
la de´finition du mode`le de substitution de la liaison souple. Dans un premier temps, un e´tat
de l’art sur les me´thodes de re´duction de mode`les existantes est eﬀectue´. Puis le mode`le de
re´duction propose´ est de´fini et applique´ a` la re´solution de notre proble`me parame´trique.
III.2 Me´thodes de re´duction de mode`les : Etat de l’art
Le domaine d’utilisation de ces me´thodes e´tant tre`s vaste, cet e´tat de l’art n’est pas exhaus-
tif ; les bases modales et la me´thode CSP (Computational Singular Perturbation) (Valorani
et al., 2003) ne sont pas aborde´es dans cet e´tat de l’art.
III.2.1 De´finition ge´ne´rale
Soit un syste`me physique quelconque que l’on souhaite e´tudie´. Pour cela, on dispose ge´-
ne´ralement d’un ensemble d’e´quations aux de´rive´es partielles associe´es (S), et parfois d’une
base de donne´es expe´rimentales voire nume´riques le caracte´risant pour certaines valeurs par-
ticulie`res.
Lorsque, pour l’e´tude de celui-ci, la re´solution analytique n’est pas possible, il convient de
discre´tiser (S) et de le re´soudre nume´riquement. Ainsi, l’e´tude de ce syste`me physique revient
a` la conside´ration du syste`me discre´tise´ (Sn).
L’objectif des me´thodes de re´duction de mode`le est de reduire le nombre d’e´quations
ne´cessaire a` la description du syste`me (S) en cherchant un syste`me ( ￿Sn) approximant
(Sn).((Antoulas, 2005))
Le nouveau syste`me ( ￿Sn) doit cependant satisfaire les proprie´te´s suivantes :
- approcher (Sn) avec une erreur faible,
- pre´server les proprie´te´s de stabilite´ et passivite´ (pas de ge´ne´ration d’e´nergie) du syste`me
(Sn),
- et eˆtre stable nume´riquement.
De plus, la re´solution nume´rique de ce syste`me re´duit ( ￿Sn) doit e´videmment eˆtre eﬃcace pour
permettre un gain en temps de calcul notamment.
La seule e´tude du syste`me ( ￿Sn) va alors permettre de simuler voire de controˆler (S).
Ensuite, la disctinction entre les diﬀe´rentes me´thodes de re´duction de mode`les existantes se
fait par la me´thode d’approximation utilise´e et par la ne´cessite´ ou non de la connaissance
pre´alable de pre´visions d’e´tats possibles pour (S). Ainsi, nous e´voquerons dans un premier
temps les me´thodes de re´duction dites a posteriori qui s’appuie sur des pre´visions pre´alables
puis dans un second temps les me´thodes a priori qui ne ne´cessitent pas de pre´visions au
pre´alable.
III.2.2 Me´thodes de re´duction a posteriori
a) Ecriture du proble`me de minimisation
Approcher le syste`me (Sn) revient a` e´tudier le proble`me suivant :
Comment approximer une fonction u vectorielle ou non, dans notre cas par exemple il s’agit
d’un champ de de´placements, de´pendant des variables d’espace, note´es x appartenant au
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domaine Ω occupe´ par le syste`me, et du temps t, par une somme finie de produits de fonctions
a` variables se´pare´es du type :
u(x, t)￿
P
∑
k=1
ak(t) ·Φk(x). (III.1)
Cette de´composition n’est pas unique ; on rele`vera en eﬀet dans un premier temps la me´thode
des e´le´ments finis qui permet d’obtenir une suite de solutions repre´sentant l’e´tat du syste`me
a` diﬀe´rents instants telles que :
u(x, t) =
N
∑
j=1
q j(t) ·Nj(x). (III.2)
ou` sont introduits N degre´s de liberte´ (q j(t)) j=1..N tel que chaque composante q j(t) repre´sente
un de´placement nodal et ou` les fonctions Nj sont les fonctions de forme e´le´ments finis. Nous
ferons re´fe´rence par la suite a` ce mode`le par l’expression “ mode`le de´taille´ ”. Mais c’est
cette de´composition que l’on souhaite re´duire car en pratique, avec notamment le besoin de
maillage raﬃne´, le nombre de degre´ de liberte´ N devient tre`s vite supe´rieur a` 100000.
Dans le cas des me´thodes de re´duction, on s’interesse en fait a` la meilleure approximation
possible pour un nombre de fonctions P donne´ petit (< 50) soit P<< N.
On peut noter ensuite que pour une famille de fonctions (Φk) orthonormales donne´e on obtient
les fonctions (ak) associe´es par produit scalaire de´fini dans L2(Ω) (Bergmann and Cordier,
2006) :
ak(t) =
Z
Ω
u(x, t) ·Φk(x)dx=
￿
ut ,Φk
￿
. (III.3)
Et que dans ce cas, les fonctions (ak) ne de´pendent que de la fonction Φ d’ordre k associe´e.
Ainsi on en de´duit que nous cherchons une famille de fonctions orthonormales (Φk)k=1..P
telle que l’approximation (III.1) soit la meilleure possible pour un ordre P donne´. On notera
de plus que cette famille doit eˆtre comple`te, c’est a` dire que pour P= ∞ l’approximation de
la fonction u doit eˆtre exacte :
u(x, t) =
∞
∑
k=1
ak(t) ·Φk(x). (III.4)
Ensuite, en supposant connues des valeurs de la fonction u en Nx localisations spatiales et
Nt instants diﬀe´rents (d’ou` le a posteriori) , il s’agit de re´soudre le proble`me de minimisation
suivant :
min
Φk
Nt
∑
i=1
||u(x, ti)−
P
∑
k=1
￿
ut ,Φk
￿ ·Φk(x)||2, avec ￿Φi,Φ j￿= δi j et ||u||2 = (u,u). (III.5)
De plus, l’ensemble des re´alisations connues, ou encore snapshots, U = {u(x, ti)}i=1..Nt de
la fonction u peut eˆtre e´crit sous forme matricielle de la manie`re suivante :
A=
 u(x1, t1) · · · u(x1, tNt )... ... ...
u(xNx , t1) · · · u(xNx , tNt )
 . (III.6)
On notera que la matrice A est commune´ment appele´e matrice des Snapshots et que ces
re´alisations peuvent par exemple eˆtre obtenues par un me´thode e´le´ments finis.
Alors la solution du proble`me de minimisation (III.5) est donne´e par la De´composition
aux Valeurs Singulie`res (SVD) de la matrice A tronque´e a` l’ordre P.
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b) De´composition aux valeurs singulie`res (SVD)
Soit A une matrice re´elle ou complexe (nous formulerons le cas d’une matrice re´elle) de
dimension Nx×Nt (donc non-ne´cessairement carre´e) alors il existe une factorisation de la
forme :
A= UΣVT (III.7)
avec U et V, matrices orthogonales respectivement de taille Nx×Nx et Nt×Nt et Σ une matrice
diagonale de taille Nx×Nt a` coeﬃcients positifs ou nuls contenant les valeurs singulie`res de A,
note´es (σi)i=1..l, avec l =min(Nx,Nt). Par convention, ces valeurs singulie`res sont ge´ne´ralement
range´es par ordre de´croissant.
Ainsi, les premie`res valeurs diagonales de Σ sont repre´sentatives des informations impor-
tantes contenu dans le jeu de donne´es. Elles peuvent s’interpre´ter comme une e´tude statistique
d’un ensemble de donne´es ; prenons l’exemple d’une SVD re´alise´e sur l’ensemble de points
de la figure III.1. On constate alors que les valeurs singulie`res σ1 et σ2 repre´sentent alors
respectivement le demi-grand axe et demi-petit axe d’une ellipse qui contient en moyenne
tous les points de l’ensemble (Bergmann and Cordier, 2006).
Fig. III.1 – SVD d’un ensemble de points (Bergmann and Cordier, 2006)
De plus, plus les valeurs σi de´croissent rapidement et plus l’ensemble statistique est or-
donne´ et pourra donc eˆtre tre`s bien repre´sente´ par seulement quelques valeurs singulie`res.
Cette me´thode permet donc, ayant un ensemble de donne´es qui peut eˆtre conse´quent, de
faire une e´tude statistique de celles-ci.
c) La me´thode Proper Orthogonal Decomposition (POD)
La de´composition aux valeurs singulie`res devient un proble`me aux valeurs propres lorsque
l’on applique celle-ci aux matrices carre´es ATA ou AAT et ainsi :
ATA= VΣ2VT (III.8)
avec des matrices de dimension Nt ×Nt .
De meˆme pour AAT avec des matrices de dimension Nx×Nx.
De plus, les valeurs propres λi de Σ2 ve´rifient : σi =
√
λi.
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On constate que pour les cas particuliers Nt << Nx ou Nx << Nt la re´solution du proble`me
aux valeurs propres respectivement de ATA ou de AAT est moins couˆteuse que la de´compo-
sition aux valeurs singulie`res de A.
Le cas Nt << Nx ou` le proble`me aux valeurs propres lie´ a` ATA est re´solu et est commune´ment
appele´ me´thode des snapshots. Cette me´thode qui se rapproche de notre cas puisque Nx se
rapporte aux de´placements aux noeuds dans les trois directions et est donc tre`s souvent su-
pe´rieur a` Nt
Ainsi, la me´thode POD de´termine la famille de fonctions orthogonales (Φk)k=1..P solution
du proble`me de minimisation (III.5) par de´composition des valeurs propres de ATA ou de AAT
tronque´es a` l’ordre P. Ainsi, a` partir de champs conside´re´s comme ale´atoires, la POD extrait
les re´alisations les plus probables et donc des modes dominants caracte´risant ces champs.
La me´thode POD est aussi connue sous le nom de de´composition de Karhunen-Loeve (Re´-
fe´rences) ou analyse d’Hotelling. A l’origine celle-ci a donc e´te´ utilise´e pour l’analyse de
donne´es comme nous l’avons e´voque´ pre´ce´demment mais cette me´thode peut e´galement eˆtre
vue comme permettant une construction eﬃcace de mode`le d’ordre re´duit.
Lumley (Lumley, 1967) puis Sirovich (Sirovich, 1987) ont mis a` profit cette technique dans le
cadre de la me´canique des fluides afin de re´duire la masse de donne´es collecte´es mais aussi afin
d’extraire les structures cohe´rentes d’un e´coulement turbulent. Ainsi, ils ont notamment mis
en avant que ces fonctions propres (Φk) sont repre´sentatives d’un point de vue e´nerge´tique
du syste`me physique conside´re´. De suite, la conside´ration des seules premie`res fonctions (Φk)
permet de rendre compte des principaux phe´nome`nes e´nerge´tiques mis en jeu.
Ensuite, la POD permet e´galement de fournir des fonctions de base qui peuvent eˆtre utili-
se´es pour de´finir un sous-espace de faible dimension sur lequel on pourra projeter les e´quations
d’e´tat. Ainsi, si l’on revient au proble`me de de´part : approximer le champ de de´placement
u(x, t) par une somme finie de produit de fonctions a` variables se´pare´es : ∑Pk=1 ak(t) ·Φk(x)
connaissant un ensemble de re´alisations U = {u(x, ti)}i=1..Nt ou snapshots, on cherche par la
me´thode POD les fonctions Φ les mieux corre´le´es en moyenne aux re´alisations U. Ces fonc-
tions sont alors celles qui ont, au sens des moindres carre´s, la plus grande projection sur les
observations et donc qui maximisent l’expression (Bergmann and Cordier, 2006) :
max
Ψ∈L2(Ω)
< (u,Ψ)2 >
￿Ψ￿2 =
< (u,Φ)2 >
￿Φ￿2 (III.9)
avec < ζ(t)>= ∑Ntk=1 ζi.
On peut ensuite quantifier l’erreur commise en ne retenant que les P premie`res fonctions Φ
en e´valuant :
ε(P) = ￿ut −
P
∑
k=1
￿
ut ,Φk) ·Φk)￿2 (III.10)
Ainsi, les fonctions Φk de´termine´es par POD forment une base orthonormale, comple`te
(lorsque toute la base est conside´re´e la solution est exacte), optimale au sens de l’e´nergie et
qui respecte les conditions aux limites et les syme´tries.
Cependant, une base POD est incapable de repre´senter une information qui n’e´tait pas
contenue initialement dans la base de donne´es utilise´e pour la de´terminer. D’ou` le choix crucial
des snapshots choisis dans le but de contenir le plus d’informations possibles sur le syste`me
physique. Ensuite, si un nouveau phe´nome`ne apparaˆıt, qui n’e´tait pas connu ou inte´gre´ a
posteriori, il sera ignore´ par la repre´sentation POD. Ainsi, il est diﬃcilement concevable
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d’employer cette me´thode pour du controˆle, de la re´gulation de syste`me ou lorsque l’on ignore
quel peut eˆtre l’eﬀet de certains parame`tres sur l’e´tat du syste`me ; ce qui est le cas dans cette
e´tude.
III.2.3 Me´thodes de re´duction a priori
Les me´thodes a posteriori ne´cessitent de posse´der des pre´visions relatives au syste`me
e´tudie´ et de bien savoir les choisir. Cependant, certains proble`mes, comme des proble`mes
de re´gulation ou de pilotage en temps re´el par exemple, ne´cessitent la possibilite´ de prise
en compte d’e´le´ments nouveaux tels que des pertubations par exemple. C’est pourquoi des
de´veloppements ont e´te´ mis en place visant a` cre´er des me´thodes de type a priori c’est a` dire
qui ne necessitent pas de connaissances au pre´alable du syste`me physique.
a) Me´thodes POD adaptatives et “ A Priori Hyper-Reduction ” (APHR)
Pour palier a` la principale lacune de la POD : l’impossibilite´ de repre´senter une infor-
mation qui n’e´tait pas pre´sente dans la base de donne´es, plusieurs auteurs ont eu l’ide´e de
rendre possible la re´actualisation de cette base au cours de la simulation et parlent d’adap-
tation(Ravindran, 2000), (Ryckelynck, 2005), (Ryckelynck et al., 2006).
Ravindran (Ravindran, 2000), puis Bergmann et Cordier (Bergmann and Cordier, 2008),
entre autres, ont mis en place cette me´thode dite de POD adaptative dans le cadre de la me´-
canique des fluides dans le contexte d’optimisation de de´bit de fluide en boucle de re´gulation
et d’optimisation de forme afin de re´duire au mieux les turbulences ge´ne´re´es par cette forme
notamment. L’e´tude de Bergmann et Cordier a beaucoup de similitudes avec la notre : en re´-
duisant les turbulences ge´ne´re´es (ou sillage) par un cylindre en rotation, leur objectif principal
est de re´duire le bruit. De plus, la rotation de ce cylindre est sinuso¨ıdale et leurs parame`tres
d’inte´reˆts pour re´duire ce bruit sont la fre´quence et l’amplitude de rotation. Comme dans
notre cas, ils cherchent a` mettre en place un mode`le d’ordre faible permettant de repre´senter
l’essentiel de la dynamique non-line´aire avec un couˆt de calcul limite´. Ils utilisent pour cela
le concept de re´gion de confiance (trust-region algorithm), introduit par Fahl (Fahl, 2000),
c’est a` dire une partie de l’espace des parame`tres sur laquelle on pourrait se restreindre pour
approximer la re´ponse sur l’ensemble de l’espace des parame`tres.
Un des points clefs des me´thodes de re´duction adaptative est de de´finir quand il est ne´-
cessaire de re´actualiser, d’optimiser la base POD, ainsi, un crite`re permettant de controˆler la
qualite´ de l’approximation doit eˆtre mis en place.
Dans le cadre des proble`mes d’optimisation, Bergmann et Cordier (Bergmann and Cordier,
2008) proposent, avec la me´thode a` re´gion de confiance, d’adapter la base re´duite lorsqu’un
minimum local est atteint.
Dans son e´tude applique´e a` la re´solution de proble`mes de thermome´canique non-line´aires,
Ryckelynck (Ryckelynck, 2005) propose une me´thode de re´duction de mode`le dont une des
caracte´ristiques principales est d’eˆtre adaptative : l’APHR (A Priori Hyper-Reduction). La
ve´rification de la justesse de l’approximation est re´alise´e par l’e´valuation du re´sidu des e´qua-
tions d’e´quilibre, note´ R. Une valeur de justesse ε> 0 est choisie par l’utilisateur, ainsi, lorsque
R < ε la base POD courante est suﬃsante ; dans le cas contraire, la base doit eˆtre adapte´e.
Pour re´aliser cette adaptation, un calcul a` ce meˆme instant est eﬀectue´ avec le mode`le de´taille´
(calcul FEM). Un nouveau snapshot est alors ge´ne´re´ permettant d’enrichir la base POD. On
notera cependant, que le recours au calcul de´taille´ ne doit pas eˆtre trop re´current car son couˆt
en terme de temps de calcul est lourd ce qui re´duit l’eﬃcacite´ de la me´thode de re´duction.
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Une me´thode de re´duction adaptative est donc principalement caracte´rise´e a` chaque pas
de temps par une phase de pre´vision avec la base courante que l’on notera {Φk}(n) (c’est a`
dire la base POD obtenue apre`s la nie`me correction), suivie d’une e´valuation de la justesse de
celle-ci et enfin, si besoin, une phase de correction de la base, graˆce a` un calcul avec le mode`le
de´taille´ a` cet instant, ge´ne´rant une nouvelle base optimise´e {Φk}(n+1) s’il y a eu correction.
b) Algorithme glouton et “ Proper Generalized Decomposition ”(PGD)
Soit un champ inconnu (le de´placement par exemple) de´crit par deux coordonne´es x et y
appartenant respectivement aux domaines Ωx et Ωy. Comme de´crit dans l’article de Ammar
et colle`gues (Ammar et al., 2010) ou dans les travaux de Lelievre (Lelievre, 2009) par exemple,
ces me´thodes consistent a` approximer ce champ sous la forme :
Ψ(x,y)≈
i=N
∑
i=1
Fi(x) ·Gi(y). (III.11)
ou` les fonctions Fi et Gi sont cherche´es de manie`re ite´rative. L’algorithme utilise´ est le suivant :
supposons ces fonctions connues jusqu’au rang i = n << N, l’ite´ration suivante consiste a`
de´terminer les meilleures fonctions R(x) et S(y) telles que :
Ψ(x,y)≈
i=n
∑
i=1
Fi(x) ·Gi(y)+R(x) ·S(y), (III.12)
et que la formulation faible soit ve´rifie´e :Z
Ωx×Ωy
Ψ∗(x,y) · ￿K (Ψ(x,y))+L(Ψ(x,y))￿dxdy= 0, (III.13)
avec la formulation prise ge´ne´rique de l’e´quation aux de´rive´es partielles par exemple :
K (Ψ(x,y))+L(Ψ(x,y)) = 0, (III.14)
ou` K et L sont deux ope´rateurs diﬀe´rentiels line´aires choisis ici associe´s respectivement aux
de´rive´es en x et y.
La me´thode PGD utilise l’algorithme glouton, e´galement utilise´ par Prud’homme et ses
colle`gues (Prud’homme et al., 2002) pour construire des bases re´duites, avec une hypothe`se
supple´mentaire de se´parabilite´ des variables permettant de re´duire le domaine d’inte´gration.
La PGD consiste ainsi a` chercher a` calculer R(x) connaissant S(y) d’une pre´ce´dente ite´ration
puis S(y) connaissant le R(x) tout juste calcule´ ; ensuite le processus est re´pe´te´ de manie`re
ite´rative jusqu’a` convergence.
De manie`re plus de´taille´e, il s’agit de conside´rer S(y) comme connue, puis en choisir une
fonction test Ψ∗(x,y) de la forme R∗(x) · S(y), et la formulation faible de l’e´quation (III.13)
devient :
Z
Ωx×Ωy
R∗ ·S · (K (R) ·S+R ·L(S))dxdy=−
Z
Ωx×Ωy
R∗ ·S ·
￿ i=n
∑
i=1
(K (Fi) ·Gi+Fi ·L(Gi))
￿
dxdy.
(III.15)
III.2. ME´THODES DE RE´DUCTION DE MODE`LES : ETAT DE L’ART 145
Or, S(y) e´tant connue et graˆce a` l’hypothe`se de se´parabilite´ des e´quations, l’e´quation
(III.15) peut s’inte´grer suivant la coordonne´e x uniquement :
Z
Ωx
R∗ · (αyK (R)+βyR)dx=−
Z
Ωx
R∗ ·
￿ i=n
∑
i=1
(αyiK (Fi)+β
y
i F
i)
￿
dx, (III.16)
avec αy =
R
Ωy S
2 dy, αyi =
R
Ωy S ·Gi dy, βy =
R
Ωy S ·L(S)dy et βyi =
R
Ωy S ·L(Gi)dy.
Le processus est le meˆme suivant la coordonne´e y, a` l’ite´ration suivante en conside´rant
R(x) connue par la re´solution de (III.16) et en prenant Ψ∗(x,y) de la forme R(x) ·S∗(y). Ainsi,
l’e´quation (III.16) et son e´quivalente en y sont re´solues se´quentiellement jusqu’a` convergence.
La PGD ne´cessite donc de pouvoir appliquer l’hypothe`se de se´parabilite´ des variables ou
encore si cela est possible elle ne´cessite un travail de re´e´criture des e´quations concerne´es.
Enfin, on remarquera que ces deux me´thodes sont non-incre´mentales : il faut donc eˆtre
capable de pre´voir une suite de transformations sur tout l’intervalle de temps. En eﬀet, si
l’une des coordonne´es conside´re´es est le temps, comme dans l’e´tude de Nouy par exemple
(Nouy, 2010), de`s le de´but l’inte´gration est eﬀectue´e sur tout l’intervalle de temps conside´re´.
III.2.4 Me´thodes de re´duction des variables internes
La plupart du temps, les me´thodes de re´duction sont applique´es sur un champ inconnu
qui n’est autre que le champ de de´placement mais il peut s’agir d’une autre variable d’e´tat.
Les deux me´thodes de´crites dans ce sous-paragraphe concernent la re´duction de variables
internes.
a) Me´thodes d’homoge´ne´isation a` base de champ de transformations
Les me´thodes d’homoge´ne´isation sont utilise´es pour de´terminer le comportement eﬀectif
de mate´riaux au comportement non-line´aire et multiphase´. Les me´thodes de´crites dans ce
paragraphe s’appliquent a` des mate´riaux ayant des proprie´te´s de line´arite´ ge´ome´trique et
physiquement non-line´aire (comportement e´lastoviscoplasticite´ par exemple).
Dvorak et ses colle`gues (Dvorak et al., 1994) ont mis en place la me´thode TFA, Transfor-
mation Field Analysis, me´thode qui consiste a` de´couper les phases en sous-domaines de champ
de de´formation plastique constant de´finissant une contrainte prise moyenne dans chaque
phase. Cependant, la plupart du temps beaucoup de de´coupes sont ne´cessaires ce qui en-
traˆıne l’emploi d’un nombre important de variable internes a` conside´rer et augmente alors les
temps de calcul.
Michel et Suquet (Michel and Suquet, 2003) ont alors e´tendu la me´thode TFA a` la me´thode
NTFA, Nonuniform Transformation Field Analysis, en utilisant des champs de de´formation
plastique de´crits par des champs fortement he´te´roge`nes sur les diﬀe´rents constituants pour
ame´liorer la re´ponse eﬀective du mate´riau global.
Dans le cadre de cette me´thode, Michel et Suquet cherchent a` repre´senter les variables internes
associe´es a` de la plasticite´ ou de la viscoplasticite´. Une me´thode de type POD est alors utilise´e
pour de´composer le champ de de´formation viscoplastique de la manie`re suivante :
ε(x, t) =
M
∑
k=1
εvpk (t)µk(x). (III.17)
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ou` les fonctions µk repre´sentent des modes de de´formation plastique.
Le choix de ces modes est important ; ceux-ci doivent rendre compte des aspects ge´ome´-
trique, physique et des interactions entre phases. Les fonctions µk sont de´termine´es graˆce a`
une base de calculs pre´liminaires re´alise´s sur la vraie microstructure.
On pourra noter que dans le cadre de cette me´thode, il est ne´cessaire de chercher et de
re´e´crire les lois d’e´tats associe´es aux variables internes du mate´riau homoge´ne´ise´. De plus,
ces me´thodes e´tant base´es sur des solutions en champ continu, elles sont inde´pendantes de
la me´thode de discre´tisation choisie et donc les couˆts de calcul sur le mate´riau homoge´ne´ise´
sont inde´pendants de la taille de maillage utilise´e. C’est pourquoi ces me´thodes sont connues
pour eˆtre tre`s rapides.
Des re´sultats prometteurs ont e´te´ obtenus par Suquet et ses colle`gues (Michel and Suquet,
2003),(Roussette et al., 2009) sur des application en 2D de la me´thode NTFA. De plus, une
reformulation de cette me´thode avec une application 3D a e´te´ re´alise´e par Fritzen et Bohlke
(Fritzen and Bohlke, 2010) ou` les meˆmes re´sultats ont pu eˆtre constate´s.
b) Hyper re´duction
Pour tous les mode`les re´duits e´voque´s pre´ce´demment ainsi que pour le mode`le de´taille´,
l’inte´gration des e´quations constitutives est eﬀectue´e en tout point du maillage discre´tisant
le syste`me physique e´tudie´. Ces maillages e´tant de plus en plus pre´cis, les couˆts en temps de
calcul qui en re´sultent sont d’autant plus conse´quents.
Pour re´duire le nombre d’e´quations constitutives a` re´soudre, Ryckelynck (Ryckelynck,
2005), (Ryckelynck, 2009) propose avec la me´thode APHR d’eﬀectuer l’inte´gration sur un
domaine re´duit appele´ RID (Reduce Integration Domain) et donc de supposer que l’approxi-
mation du syste`me physique peut eˆtre faite en ne conside´rant que certaines zones, certains
e´le´ments du maillage : c’est l’hyper re´duction. C’est la seconde caracte´ristique principale de
l’APHR (la premie`re, l’adaptation, a e´te´ aborde´e dans le paragraphe III.2.3 a)). Ainsi, les
calculs en base re´duite ne sont eﬀectue´s que sur un nombre re´duit d’e´le´ments (domaine que
l’on note Ωπ, avec Ωπ ⊆Ω) ce qui permet de diminuer davantage les temps de calcul.
Cependant, ce mode`le e´tant aussi adaptatif, des corrections en mode`le de´taille´ sur l’en-
semble du domaine peuvent eˆtre ne´cessaires, pour cela des pre´visions de´finies sur l’ensemble
du domaine Ω sont re´alise´es. La base re´duite associe´e aux de´placements e´tant de´finie sur Ω,
la pre´vision des variables d’e´tat re´duites associe´es est suﬃsante pour obtenir une pre´vision
des de´placements en tout point de Ω. Les de´placements sont donc naturellement extrapole´s a`
l’aide de la base POD. Concernant les variables internes, celles-ci doivent aussi pouvoir eˆtre
extapole´es a` partir des valeurs locales calcule´es dans Ω = Ωπ. Pour cela, une seconde base
POD {Yk} , relative aux variables internes est ge´ne´re´e sur le meˆme principe que celle des
de´placements ; elle permettra alors de pouvoir extrapoler les variables internes sur l’ensemble
du domaine Ω en de´terminant les coordonne´es re´duites des variables internes a` l’aide d’un
proble`me des moindres carre´s de´fini sur Ωπ.
Il est ne´cessaire de de´finir comment choisir les e´le´ments qui vont constituer le RID et
comment construire celui-ci. Les e´le´ments du RID sont les plus repre´sentatifs de la re´ponse
du syste`me. On choisit ceux ou` l’e´nergie est maximale. Ainsi, on retiendra les e´le´ments ou` les
niveaux de de´formation sont les plus importants par l’interme´diaire de la premie`re base POD
{Φk}, associe´e au champ de de´placement, puis on choisira les e´le´ments ou` l’e´nergie interne
associe´e aux variables internes est maximale graˆce a` la seconde base POD {Yk} introduite
pre´ce´demment. Ensuite, afin de ne pas obtenir la solution “ 0=0 ”, il est ne´cessaire d’inclure
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au RID des e´le´ments sur lesquels des conditions aux limites en eﬀort sont applique´es. Le RID
est alors constitue´ de l’ensemble de ces e´le´ments et n’est pas force´ment un domaine contigu.
Ensuite on peut de´cider d’ajouter des e´le´ments qui sont voisins directs des e´le´ments retenus
ou meˆme une zone d’inte´reˆt que l’on souhaite inte´grer au RID. La figure III.2 sche´matise cette
construction. La figure III.3 repre´sente un exemple de domaine d’inte´gration re´duit utilise´ par
Ryckelynck (Ryckelynck, 2009) dans son e´tude d’une plaque carre´ constitue´e d’un mate´riau
e´lastoviscoplastique perc¸e´e d’un trou (ici un quart de la plaque est maille´e) soumise a` un
eﬀort variable suivant la direction e2 sur la partie supe´rieure de celle-ci.
ȶ1X X
1
1W
F
Fig. III.2 – Construction du domaine d’in-
te´gration re´duit (RID)
Fig. III.3 – Domaine d’inte´gration re´duit
(RID) (Ryckelynck, 2009)
On constate que le RID est eﬀectivement constitue´ d’e´le´ments lie´s aux conditions aux li-
mites, d’e´le´ments de la zone e´lastique et de la zone plastique (la zone plastique e´tant de´limite´e
par les trois traits noirs sur la figure) sans couvrir la totalite´ d’aucun de ces domaines.
Enfin, on notera que dans le cas de l’hyper re´duction la ve´rification de la qualite´ de la
base au cours du calcul est eﬀectue´e sur le re´sidu tronque´ c’est a` dire le re´sidu sur le domaine
Ωπ), obtenu avec des fonctions test tronque´es v∗ telles que :
v∗ ∈ Vπ = {v ∈ V | ∃w ∈ V , v∗ = b(X) ·w(X) ∀X ∈Ω,avec b(X) = 0 sur Ωπ }, (III.18)
avec V espace des champs admissibles a` ‘0’et Ωπ partie comple´mentaire de Ωπ : Ω=Ωπ
S
Ωπ.
III.2.5 Me´thodes ROM applique´es a` la re´solution de proble`mes parame´-
triques
Lors d’e´tudes de sensibilite´, d’optimisation ou pour ge´ne´rer une base de donne´es nume´-
riques par exemple, en plus de la re´ponse du syste`me dans le domaine espace et temps, on
s’inte´resse aussi a` l’influence de parame`tres exte´rieurs. Ces parame`tres peuvent eˆtre relatifs
a` la ge´ome´trie, a` des parame`tres mate´riau, ou aux conditions aux limites par exemple. Ainsi,
on n’e´tudie plus seulement un proble`me mais un ensemble de proble`mes similaires se diﬀe´-
renc¸iant par la valeur de chacun de ces parame`tres dans l’espace des parame`tres note´ P . Le
champ de de´placement est alors cherche´ sous la forme :
u(x, t,{p}) x ∈Ω, t ∈]0,T ], {p} ∈ P (III.19)
avec {p} le vecteur de parame`tres conside´re´s.
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L’utilisation de me´thodes de re´duction de mode`les est alors d’autant plus ne´cessaire que
dans ce cas la dimension du proble`me en est largement augmente´e et qu’il est ne´cessaire de
re´soudre un grand nombre de fois des proble`mes similaires.
Afin de traiter ces proble`mes, deux strate´gies diﬀe´rentes sont principalement mises en
place. Premie`rement une re´solution au cas par cas dans l’espace des parame`tres et deuxie`ment
une re´solution simultane´e ou` toutes les valeurs de parame`tres sont conside´re´es en meˆme temps.
a) Re´solution se´quentielle ou au cas par cas
Une se´rie de Np proble`mes physiques associe´e a` un jeu de parame`tres donne´
￿{p}α￿α=1..Np
est alors conside´re´e et traite´e au cas par cas (c’est-a`-dire pour α fixe´, un jeu de parame`tre
a` la fois). Avec cette strate´gie, la taille du domaine d’inte´gration n’e´volue pas et reste de
la taille d’un proble`me e´le´mentaire Ω (si l’on conside`re que la taille de chaque proble`me est
identique ce qui correspond a` des parame`tres {p} associe´s aux conditions aux limites ou a`
des coeﬃcients mate´riaux par exemple). Nous noterons le domaine associe´ a` chaque jeu de
parame`tre Ω
￿{p}α￿ avec dimΩ= dimΩ￿{p}α￿.
Ainsi, traiter au cas par cas, pour chaque jeu de parame`tre {p}α une base POD Φk({p}α) est
construite et la famille ak(t,{p}α) associe´e est recherche´e telle que le champ de de´placement
pour tout {p}α puisse eˆtre approche´ de la manie`re suivante :
u(x, t,{p}α) =
m
∑
k=1
ak(t,{p}α) ·Φk(x,{p}α). (III.20)
Cependant, pour gagner en temps de calcul et tenter d’exploiter la similitude entre les
proble`mes e´le´mentaires conside´re´s en e´vitant de recalculer pour chaque parame`tre {p}α la
base POD Φk({p}α) correspondante, plusieurs auteurs ((Amsallem and Farhat, 2008), Lieu
(Lieu and Lesoinne, 2004), Schmidt (Schmidt and Glauser, 2004)) ont mis au point des tech-
niques visant a` exploiter les base POD de´ja` construites pour re´soudre le proble`me concernant
un nouveau jeu de parame`tres.
Avec la me´thode POD globale (GPOD), utilise´e notamment par Schmidt (Schmidt and
Glauser, 2004), l’ide´e est d’utiliser une base POD Φk({p}α) pour re´soudre un proble`me associe´
a` un autre parame`tre en enrichissant celle-ci par des snapshots associe´s a` cet autre parame`tre.
Toutefois, cette me´thode ne s’ave`re pas tre`s fiable, comme l’on releve´ Amsallem et Farhat
(Amsallem and Farhat, 2008), surtout lorsque les modifications de comportement induites
par le nouveau parame`tre sont importantes.
Afin d’ame´liorer ce concept, des me´thodes d’interpolation de bases POD Φk({p}α) de´ja`
cre´e´s ont e´te´ de´veloppe´es. Il s’agit alors par interpolation des vecteurs de chaque base de
constituer la base Φk({p}Np+1) qui permettra de re´soudre le proble`me associe´ a` un jeu de
parame`tres {p}Np+1 qui n’a jamais e´te´ traite´. Amsallem et Farhat (Amsallem and Farhat,
2008) propose une interpolation utilisant l’espace tangent en un point, correspondant a` un
jeu de parame`tres donne´, a` la varie´te´ de Grassmann (espace topologique). Ils ont pu obtenir
des re´sultats satisfaisants concernant des calculs de pousse´e d’un chasseur F16 volant a` mach
0.799 interpole´s par rapport aux 4 bases POD calcule´s pour mach 0.650, 0.710, 0.850 et 0.875.
Cependant, comme nous l’avons souligne´ pre´ce´demment au paragraphe III.2.2c) la me´-
thode POD ne´cessite la connaissaince a priori de snapshots et la qualite´ de l’approximation
de´pend alors fortement du choix de ceux-ci ; de plus elle ne pourra pas contenir une informa-
tion absente des re´alisations choisies.
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C’est pourquoi, Ryckelynck et ses colle`gues ont souhaite´ e´tendre la me´thode APHR (de´-
crite au paragraphe III.2.3 a)) a` la re´solution de proble`mes parame´triques (Ryckelynck and
Missoum Benziane, 2010), (Ryckelynck et al., 2010).
Les caracte´ristiques principales de la me´thode APHR restent les meˆmes : re´solution a priori,
adaptation et hyper re´duction et les variables d’e´tat sont alors cherche´es sous la forme de´crite
dans l’e´quation (III.20). Cependant, avec cette approche, le processus adaptatif construit des
bases re´duites inde´pendantes de la valeur des parame`tres : ces bases sont globales pour un
ensemble de parame`tres. Ainsi, les bases re´duites ge´ne´re´es : Φk(x) et Yk(x), relatives res-
pectivement au champ de de´placement et aux variables internes, sont calcule´es de manie`re
incre´mentale sur l’ensemble des jeux de parame`tres conside´re´. De plus, un domaine d’inte´-
gration re´duit est associe´ a` chacun des proble`mes similaires {p}α.
Dans (Ryckelynck et al., 2010), la re´solution analytique est eﬀectue´e en paralle`le. Et dans
(Ryckelynck and Missoum Benziane, 2010), Ryckelynck l’applique dans le cadre des grandes
de´formations en plasticite´ polycristalline ; la conside´ration du proble`me parame´trique lui per-
met d’e´tudier la sensibilite´ de la re´ponse a` diﬀe´rentes conditions aux limites. Des re´sultats en
terme de gain en temps de calcul y ont e´te´ tre`s satisfaisants.
b) Re´solution simultane´e - conside´ration d’un proble`me multidimensionnel
La deuxie`me strate´gie de re´solution d’un proble`me parame´trique est de conside´rer le pro-
ble`me comme multidimensionnel c’est a` dire d’augmenter la taille du domaine d’inte´gration
en conside´rant en meˆme temps tout l’espace des parame`tres P . De ce fait, le nombre de
degre´s de liberte´ associe´ au proble`me multidimensionnel devient e´norme e´gal a` Np fois le
nombre de degre´s de liberte´ de chaque proble`me e´le´mentaire. L’inte´reˆt de ce type d’approche
est d’exploiter la capacite´ des bases re´duites a` repre´senter eﬃcacement les transformations
synchrones.
Pour re´soudre ce type de proble`me, Ammar (Ammar et al., 2010), et Prulie`re (Pruliere
et al., 2010) appliquent la me´thode PGD (me´thode de´crite dans la section III.2.3 b)). L’e´cri-
ture ge´ne´ralise´e du champ de de´placement recherche´ s’e´crit alors :
u(X1, · · · ,Xd)￿
m
∑
k=1
w1i (X1) · · ·wdi (Xd) (III.21)
avec
￿
Xj
￿
j=1..d les parame`tres ge´ne´ralise´s conside´re´s qui regroupent a` la fois les parame`tres
d’espace, de temps et les parame`tres exte´rieurs note´s {p} pre´ce´dement.
Cette me´thode ne´cessite, comme nous l’avons de´ja` souligne´, de pouvoir de´crire le proble`me
a` l’aide d’e´quations se´parables. Ensuite, la conside´ration du proble`me a` variables se´pare´es
permet de re´duire le nombre de degre´s de liberte´ a` m fois la somme nombre des degre´s de
liberte´ de chaque proble`me e´le´mentaire. Enfin, cette me´thode est non-incre´mentale.
Dans (Pruliere et al., 2010), la me´thode est illustre´e dans le cadre de la re´solution para-
me´trique de l’e´quation de transfert de chaleur :
∂u
∂t
− k∆u− f = 0, (III.22)
ou` 3 variables se´pare´es sont conside´re´es : l’espace x ∈ Ω, le temps t ∈ I et la conductivite´
k ∈K . La solution est recherche´e sous la forme :
u(x, t,k)≈
m
∑
i=1
Xi(x) ·Ti(t) ·Ki(k). (III.23)
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Ici, le vecteur x de l’espace est conside´re´ comme une seule variable vectorielle mais il est
parfois se´pare´ en trois variables scalaires.
La me´thode de type algorithme glouton de´crite au paragraphe III.2.3b) est alors applique´e
aux trois domaines et connaissant la solution a` la nie`me ite´ration :
un(x, t,k) =
n
∑
i=1
Xi(x) ·Ti(t) ·Ki(k). (III.24)
le produit de l’ite´ration n+1 : R(x) ·S(t) ·W (k) est cherche´ de manie`re ite´rative en utilisant se´-
quentiellement les fonctions tests : Ψ∗(x, t,k) = R∗(x) ·S(t) ·W (k), S(t) ·W (k) e´tant connues puis
Ψ∗(x, t,k) = R(x) · S∗(t) ·W (k), R(x) ·W (k) e´tant connu et enfin Ψ∗(x, t,k) = R(x) · S(t) ·W ∗(k),
R(x) ·S(t) e´tant connu. De plus, graˆce a` l’hypothe`se de se´parabilite´ des variables, l’inte´gration
n’est eﬀectue´e, a` chaque fois, que sur un des trois domaines Ω, I et K et non sur l’ensemble
du domaine multidimensionnel.
Sarbandi et ses colle`gues (Sarbandi et al., 2010) ont notamment mis en place une strate´gie
a` variables se´pare´es dans un cadre thermome´canique (e´tude du frittage) dans le but d’e´tudier
la sensibilite´ du mode`le viscoplastique utilise´ avec les parame`tres mate´riaux. Le champ de
de´placement est cherche´ sous la forme :
u(x, t,{p}) =
γ
∑
i=1
Φi(x) ·gi({p}) ·ai(t), (III.25)
avec x ∈Ω, {p} ∈ P et t ∈]0,T ].
Toutefois, une approche incre´mentale en temps a e´te´ souhaite´e ; ainsi une me´thode type
algorithme gloutons restreinte aux ensembles espace et parame`tres a e´te´ applique´e de manie`re
incre´mentale en temps.
Fig. III.4 – Etude de sensibilite´ du mode`le vis a` vis de 5 parame`tres mate´riaux (Sarbandi
et al., 2010)
Il observe alors une sensibilite´ importante de son mode`le avec le parame`tre p5 relie´ a` la
viscosite´. De plus, la pre´cision de la me´thode en comparaison avec une me´thode e´le´ments finis
standard est plutoˆt bonne tout en re´duisant de manie`re significative le nombre d’e´quations a`
re´soudre et donc le temps de calcul. L’avantage d’utiliser ce type de me´thode pour une e´tude
de sensibilite´ est de pouvoir par un calcul rapide et eﬃcace de´gager les tendances principales,
les points sur lesquels il faudra faire une e´tude rigoureuse.
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Dans cette section visant a` synthe´tiser les me´thodes de re´duction de mode`les existantes,
il a pu eˆtre constate´ un inte´reˆt certain au de´veloppement de ces me´thodes et cela dans de
nombreux domaines tels que la thermome´canique, la me´canique des fluides, la statistique ...
Les de´voloppements possibles sont encore nombreux notamment en terme de temps de calcul
pour des proble`mes de pilotage en temps re´el ou en terme de mise en oeuvre dans le cas de
proble`mes ne´cessitant un remaillage comme de la propagation de fissure par exemple.
Dans le cadre de notre e´tude, nous allons tester l’applicabilite´ de la me´thode APHR a` la
re´solution d’un proble`me multidimensionnel en grandes de´formations. De plus, nous propo-
sons une me´thode de re´solution incre´mentale simultane´e utilisant la me´thode APHR afin de
ge´ne´rer, eﬃcacement et a` l’aide d’un seul calcul, la base de donne´es nume´riques souhaite´e.
III.3 Re´solution simultane´e du proble`me multidimension-
nel associe´ a` l’e´tude dynamique de la liaison souple
Dans ce paragraphe, la me´thodologie ge´ne´rale sera pre´sente´e sur un cas acade´mique (pie`ce
test) et applique´e sur un mode`le de comportement du mate´riau de type Qi-Boyce (Qi and
Boyce, 2005) comme il a e´te´ de´crit dans le Chapitre II section II.2 avec les parame`tres
mate´riaux obtenus dans cet article. En eﬀet, le de´veloppement du mode`le de comportement
du silicone charge´ de silice ayant e´te´ mene´ en paralle`le avec l’e´tude de re´duction de mode`le,
la me´thodologie a e´te´ e´tablie sur le mode`le de comportement de base.
Le de´veloppement de cette me´thodologie a fait l’objet d’un article qui est en cours de re´vision.
III.3.1 Caracte´ristiques du proble`me multidimensionnel
Dans le cadre de cette e´tude, nous cherchons a` ge´ne´rer une base de donne´es nume´riques
de´crivant l’e´volution des modules e´lastique et de perte en fonction de la sollicitation vibra-
toire applique´e. Ainsi, nous souhaitons re´soudre un proble`me multidimensionnel pour lequel
les parame`tres conside´re´s se rapportent aux conditions aux limites et plus pre´cise´ment aux
caracte´ristiques du chargement dynamique. Conforme´ment a` l’e´tude mene´e dans le cadre de
ce projet, et a` la de´finition des essais choisie au Chapitre I section I.2.2, le vecteur des para-
me`tres {p} est compose´ du de´placement maximal, du de´placement moyen, de l’amplitude de
de´placement et de la fre´quence :
{p}T = (Umax,Umoy,∆U, f ). (III.26)
La pie`ce test conside´re´e pour cette e´tude est repre´sente´e sur la figure III.5, elle est compo-
se´e de parties me´talliques et de parties en thermoplastique polyure´thane e´lastome`re (TPU)
(les parame`tres mate´riaux de l’article de Qi-Boyce concernant un TPU). Le domaine occupe´
par cette pie`ce est note´ Ω0.
La sollicitation vibratoire de´crite par un jeu de parame`tres {p}α est applique´e dans la
direction axiale (2) et nous avons de´cide´ de plus d’imposer un chargement radial (direction
1) fixe pour repre´senter un e´ventuel de´faut de coaxialite´ ge´ne´re´ par la mise en position de la
pie`ce. Ce chargement complexe est illustre´ par la figure III.6.
III.3.2 Mode`le d’ordre re´duit propose´
a) Mise en place de l’approche multidimensionnelle
Pour re´soudre ce proble`me parame´trique, nous avons choisi une approche multidimen-
sionnelle en mettant en place une extension de la me´thode APHR.
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Fig. III.5 – Pie`ce test (Ω0)
Fig. III.6 – Caracte´ristiques du chargement
dynamique
Dans un premier temps, comme il a e´te´ aborde´ au paragraphe III.2.5 b), de la meˆme manie`re
que Prulie`re et ses colle`gues (Pruliere et al., 2010) l’ont propose´, les parame`tres sont consi-
de´re´s comme coordonne´es des variables d’e´tat. Le champ de de´placement, par exemple, est
alors de´crit par le champ u(X, t,{p}).
Toutefois, nous avons souhaite´ conserver une approche incre´mentale en temps et surtout
proposer une me´thode de re´duction de mode`le directement applicable au mode`le de com-
portement mate´riau du silicone charge´ de silice de´veloppe´ et pre´sente´ au Chapitre II. C’est
pourquoi nous nous sommes base´s sur la me´thode propose´e par Missoum et Ryckelynck
(Ryckelynck and Missoum Benziane, 2010) dans laquelle le champ de de´placement d’un cas
e´le´mentaire (pour un jeu de parame`tres {p}α donne´) est exprime´ sous la forme :
ue´le´mentaire(X, t) =
s
∑
k=1
Φk(X) ·ak(t) ∀(X, t) ∈Ω0×]0,T ], (III.27)
avec s de l’ordre de 10.
Ensuite, la principale extension que nous proposons est d’introduire une variable d’espace
multidimensionnelle X￿ telle que :
X￿ = (X,{p}) ∈Ω0×P , (III.28)
de´crivant la position d’un point pour un jeu de parame`tre {p}α dans l’espace de toutes
les configurations ge´ome´triques conside´re´es pour l’e´tude parame´trique. Ainsi, l’ensemble des
proble`mes associe´ a` l’ensemble des jeux de parame`tres conside´re´ est e´tudie´ simultane´ment.
C’est pourquoi nous proposons une repre´sentation de la forme :
u(X￿, t) =
s
∑
k=1
Φk(X￿) ·ak(t) ∀(X￿, t) ∈Ω￿0×]0,T ] avec Ω￿0 =Ω0×P . (III.29)
Ainsi, nous proposons tout simplement d’e´tendre la me´thode APHR a` une repre´sentation a`
variables se´pare´es de´finie sur Ω￿0. On remarquera de plus que dans ce cadre, les fonctions Φk
sont de´finies sur l’ensemble de l’espace des parame`tres et quelles de´finissent une base ROM
multidimensionelle.
L’avantage est que l’algorithme de´fini dans (Ryckelynck and Missoum Benziane, 2010)
reste le meˆme, X￿ e´tant substitue´ a` X et Ω￿0 a` Ω0. De plus, l’emploi de la me´thode APHR,
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contrairement a` une me´thode PGD, ne ne´cessite pas un travail de re´e´criture des e´quations
constitutives du mode`le physique en variables se´pare´es et la me´thode propose´e est donc ap-
plicable quel que soit le mode`le physique e´tudie´.
Enfin, nous avons choisi d’utiliser une re´solution simultane´e, et non au cas par cas, dans
le but d’ame´liorer davantage les gains en temps de calcul en exploitant la similitude de ces
proble`mes. En eﬀet, de part sa formulation, la me´thode APHR est adapte´e a` la re´solution
eﬃcace de proble`mes contenant des transformations synchrones ; or en re´solvant simultane´-
ment un ensemble de proble`mes similaires, meˆme de´couple´s, on peut s’attendre a` avoir un
nombre plus important de transformations synchrones et donc a` un gain en temps de calcul
plus important. C’est pourquoi nous nous attendons a` une meilleure eﬃcacite´ de la me´thode
en conside´rant le proble`me comme multidimensionnel.
Cependant, pour mener a` bien cette me´thode, une distinction doit eˆtre faite dans l’en-
semble des parame`tres P :
– ceux n’ayant aucune influence sur les temps caracte´ristiques des transformations syn-
chrones du proble`me comme les parame`tres lie´s au de´placement par exemple, on notera
ces parame`tres {ps} ∈ Ps,
– et ceux modifiant les temps caracte´ristiques et donc le synchronisme comme la fre´-
quence, on notera ces parame`tres {pt} ∈ Pt .
On a donc {p} = {ps, pt} ; avec dans notre cas {ps} = {Umax,Umoy,∆U} et {pt} = { f}.
Ainsi pour une meilleure eﬃcacite´ de la me´thode, la fre´quence sera traite´e a` part, c’est-a`-dire
que l’on traitera simultane´ment le proble`me multidimensionnel restreint a` Ω￿0 = Ω0×Ps a`
fre´quence fixe´e puis on traitera les 2 autres valeurs de fre´quences au cas pas cas sur Ω0×Ps.
Ainsi, dans tout ce chapitre, la notation Ω￿0 fera re´fe´rence a` l’ensemble Ω0×Ps et les modes
empiriques Φk seront donc calcule´s sur l’ensemble du domaine Ω0×Ps puis ils seront re´utilise´s
comme base initiale des proble`mes traite´s au cas par cas.
b) Formulation du mode`le continu
Le mode`le continu conside´re´ est un mode`le me´canique de´fini dans le cadre des transforma-
tions finies. Comme pre´cise´ au paragraphe pre´ce´dent, la configuration de re´fe´rence est note´e
Ω￿0. Il peut s’agir du domaine a` l’instant t = 0 (formulation total Lagrangian) ou a` l’instant t
(formulation updated Lagrangian). Le syste`me non-line´aire est e´tudie´ sur l’intervalle de temps
]0,T ]. Le champ de de´placement, quant a` lui est de´fini a` l’instant t sur Ω￿0 et est cherche´ sous
la forme u(X￿, t) ; ou` X￿ repre´sente la position initiale d’un point mate´riel appartenant a`
Ω￿0. Le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchoﬀ S est une fonction non-line´aire de
l’histoire du gradient de la de´formation Fτ que l’on peut synthe´tiser sous la forme :
S= Σ(Fτ,τ≤ t) (III.30)
ou` Σ repre´sente un ope´rateur formel qui repre´sente les e´quations constitutives de´finies au
Chapitre II section II.2.
Dans le cadre de la thermodynamique des milieux continus, l’e´quation constitutive for-
melle (III.30) est de´finie en introduisant des variables internes que l’on notera z∼ et des e´qua-
tions diﬀe´rentielles ordinaires. Comme il a e´te´ synthe´tise´ dans le Chapitre II paragraphe II.3.1
dans le tableau II.5, le mode`le de Qi-Boyce (Qi and Boyce, 2005) ne´cessite l’utilisation de 3
variables internes : Fe, Fv et νs. On notera que le mode`le DyMPPlEC rajoute une variable
interne : α.
La frontie`re δΩ￿0 du domaine Ω￿0 peut eˆtre divise´e en deux parties : δUΩ￿0 et δ fΩ￿0. Ces
frontie`res sont de´finies pour toutes les valeurs de parame`tres et l’on a : δΩ￿0 = δΩ0×P . Sur
δUΩ￿0 la condition de Dirichlet s’applique et l’on a u(·, t) = uc(·, t) pour tout t, ou` uc est donne´
154
CHAPITRE III. CRE´ATION DU MODE`LE DE SUBSTITUTION DE LA LIAISON
SOUPLE A`
L’AIDE D’UNE ME´THODE DE RE´DUCTION D’ORDRE DE MODE`LE (ROM)
pour le champ de de´placement parame´trique. Sur δ fΩ￿0 un champ de force est applique´ f(·, t)
de´pendant a` la fois du temps t et des variables multidimensionelles. Le champ de de´placement
admissible appartient a` un espace de fonctions U de´fini :
U =
￿
v ∈ L2 ￿P ;H1(Ω0)￿ , v|δUΩ0×P = uc￿ (III.31)
ou`
L2
￿
P ;H1(Ω0)
￿
=
￿
v : P → H1(Ω0)|
Z
P
￿v(·,{p})￿2H1(Ω0)d{p}< ∞
￿
,
et ou` H1(Ω0) est un espace de Sobolev de fonctions de´finies sur le domaine Ω0. L’espace
vectoriel associe´ a` U est note´ V et est tel que :
V =
￿
v ∈ L2 ￿P ;H1(Ω0)￿ , v|δUΩ0×P = 0￿ (III.32)
Ensuite, le proble`me me´canique s’e´nonce de la manie`re suivante : on cherche a` trouver une
estimation du champ de de´placement u(., t) ∈U,∀t ∈]0,T] satisfaisant les e´quations constitu-
tives et le principe des travaux virtuels :Z
Ω￿0
ε(u∗,u) : Σ(Fτ,τ≤ t)dX￿ −
Z
δ fΩ￿0
u∗ · f(X￿, t)dΓ= 0 ∀u∗ ∈ V , (III.33)
ou` u∗ est une fonction test et ε une fonction line´aire de u∗. On a alors :
εi j(u∗,u) =
1
2
￿
∂u∗i
∂Xj
+
∂u∗j
∂Xi
+
3
∑
k=1
￿
∂u∗k
∂Xi
∂uk
∂Xj
+
∂uk
∂Xi
∂u∗k
∂Xj
￿￿
. (III.34)
L’objectif principal de la me´thode APHR est de remplacer V par un sous-espace de
fonctions de dimension finie dans le but d’approximer u ; ou` la dimension de ce sous-espace
est beaucoup plus petite que la dimension du sous-espace de fonctions utilise´ dans le cas d’une
approximation par e´le´ments finis.
c) De´finition des espaces de fonctions relatifs au mode`le multidimensionel
Comme nous l’avons de´ja` pre´cise´ la me´thode propose´e est une extension de la me´thode
APHR (Ryckelynck and Missoum Benziane, 2010) applique´e a` la re´solution simultane´e d’un
proble`me multidimensionnel. En eﬀet, le champ de de´placement u de´pend non seuleument
des variables d’espace et du temps mais aussi des parame`tres du chargement {p}.
Ainsi, a` partir de l’espace vectoriel V de´fini par l’e´quation (III.32), trois sous-espaces
de fonctions sont introduits pour formuler la me´thode propose´e. Le premier espace vectoriel
introduit est relatif a` la solution simultane´e du proble`me de´couple´ utilisant la me´thode des
e´le´ments finis. Ce sous-espace de V est note´ Vh. le mode`le e´le´ments finis utilise mh degre´s
de liberte´ (q j(t)) j=1,··· ,mh . La composante q j(t) repre´sente le de´placement nodal a` l’instant t
associe´ a` champ de de´placement par la fonction de forme N j. On notera que cette fonction de
forme est de´finie sur Ω￿0 et c’est une fonction des parme`tres constante par morceaux. Ainsi,
Vh est tel que :
Vh = {v ∈ V | ∃(q j) j=1,··· ,mh ∈ R , u(X￿) =
mh
∑
j=1
N j(X￿)q j dans Ω￿0} (III.35)
Nous supposons qu’il est simple d’extraire, a` partir de la condition de Dirichlet, un champ
de de´placement e´le´ments finis uch tel que :
u= uch+v ∈U ∀v ∈ Vh (III.36)
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La me´thode APHR peut eˆtre vue comme une me´thode POD incre´mentale et adaptative.
Le champ de de´placement est approche´ par une pre´vision ROM et par une correction e´le´ments
finis si ne´cessaire. Ainsi, de part le caracte`re adaptatif de la me´thode propose´e, la ROM est
modifie´e durant le traitement incre´mental du proble`me multidimensionnel. C’est pourquoi,
nous introduisons l’exposant (n) qui viendra repre´senter la nie`me adaptation de la ROM.
L’espace vectoriel associe´ a` cette base ROM est note´ V (n)ROM et est de´fini par :
V (n)ROM = {v ∈ Vh |∃(ak)k=1,··· ,s(n) ∈ R , u(X￿) =
s(n)
∑
k=1
ψ(n)k (X
￿)ak dans Ω￿0} (III.37)
ou`
￿
ψ(n)k
￿
k=1,··· ,s(n)
sont les modes empiriques la base ROM multidimensionnelle. Ces modes
peuvent eˆtre relie´s aux fonction de formes e´le´ments finis en utilisant la matrice A(n) par la
relation :
ψ(n)k (X
￿) =
mh
∑
j=1
N j(X￿)A
(n)
jk ∈Ω￿0 (III.38)
L’espace des fonctions aﬃnes associe´ a` la ROM est note´ U(n)ROM et est tel que :
U(n)ROM = {u ∈U |∃v ∈ V (n)ROM , u= uch+v dans Ω￿0} (III.39)
Ainsi, cette me´thode de re´duction de mode`les permet de re´duire la dimension du sous-espace
de mh a` s(n), avec ge´ne´ralement s(n) << mh.
De plus, comme propose´ dans (Ryckelynck, 2009) un domaine d’inte´gration re´duit (RID)
est introduit pour de´finir les e´quations d’e´quilibre associe´es a` la base ROM selon la me´thode
d’ Hyper-Re´duction de´finie au paragraphe III.2.4 b). Le RID est note´ Ω￿0Π. L’ide´e de base est
de se´lectionner seulement quelques e´quations d’e´quilibre au noeud de´finissant le mode`le e´le´-
ments finis qui de´finiront les e´quations d’e´quilibre du mode`le d’ordre re´duit. Ainsi seulement
quelques e´le´ments vont de´finir cette formulation. Ces e´le´ments forment le RID.
Soit [Π] la matrice rectangulaire de se´lection des e´quations d’e´quilibre du mode`le e´le´ments
finis de´finie par Πi j e´gal a` un si le degre´ de liberte´ nume´ro j est le ie`me degre´ de liberte´
se´lectionne´. Sinon, Πi j est e´gal a` ze´ro. Une fonction test tronque´e u∗Π peut eˆtre associe´e a`
toutes les fonctions tests u∗ =N.q∗ par la relation :
u∗Π =N. [Π]
T . [Π] .q∗. (III.40)
Ainsi, la proprie´te´ suivante est respecte´e : si u∗ ∈ Vh alors u∗Π =N. [Π]T . [Π] .q∗ ∈ Vh. Et le
RID Ω￿0Π est de´fini par le support de tous les champs de fonctions tests tronque´es :
Ω￿0 = Ω￿0Π⊕Ω￿0Π (III.41)
Ω￿0Π =
￿
X￿ ∈Ω￿0 |∀q∗ ∈ Rn ,
￿￿u∗Π(X￿)￿￿+￿￿ε(u∗Π,0)(X￿)￿￿= 0￿ (III.42)
ou` ||ε(u∗Π,0)||2 = ε(u∗Π,0) : ε(u∗Π,0). Les conditions de´finissant les e´quations d’e´quilibre hyper
re´duites sont obtenues en utilisant l’espace des fonctions V (n)Π de´fini par :
V (n)Π = { u ∈ V (n)ROM |∃a ∈ Rs
(n)
,u(X￿) =
s(n)
∑
j=1
N j(X￿)q j ∈Ω￿0,
avec q= [Π]T . [Π] .A(n).a } .
Les dimensions des espaces de fonctions V (n)Π et V
(n)
ROM sont les meˆmes, mais les fonctions
associe´es n’ont pas le meˆme support. L’espace fonctionnel V (n)Π permet d’e´crire les conditions
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d’e´quilibre approprie´es associe´es a` la ROM en utilisant les fonctions tests tronque´es et le
RID. Naturellement, le RID doit eˆtre choisi de manie`re a` obtenir un proble`me bien pose´.
Plus de de´tails peuvent eˆtre trouve´s dans (Ryckelynck, 2009) concernant la proce´dure a`
suivre. On remarquera que le caracte`re multidimensionnel des modes empiriques n’aﬀecte
pas la proce´dure.
Celle-ci peut eˆtre re´sume´ de la manie`re suivante. Le RID est forme´ par plusieurs boules ayant
le meˆme rayon e´gal a` la dimension locale des e´le´ments finis. Une sphere rend le chargement
visible a` travers le RID et est associe´e a` chaque mode empirique ψk. Leur centre est le point
ou` la norme du tenseur ε(ψk,0) est maximum, chaque maximum e´tant cherche´ dans Ω￿0.
Il est impotant de noter que Ω￿0Π ne peut pas eˆtre assimile´ a` Ω0Π×P . En eﬀet, Ω￿0Π est
un sous-domaine du domaine multidimensionnel et la re´partition des e´le´ments du RID sur
l’ensemble des proble`mes me´caniques conside´re´s peut eˆtre diﬀe´rente d’un cas a` un autre.
Ensuite, les modes empiriques de la base ROM e´tant globaux, le champ de de´placement
est globalement estime´. Cependant, pour eﬀectuer cette pre´vision sur l’ensemble du domaine,
l’estimation des variables internes doit eˆtre e´tendue a` partir du RID sur l’ensemble des e´le´-
ments. Ainsi, comme propose´ dans (Ryckelynck, 2009) la ROM APHR est constitue´e de deux
bases, une associe´e aux de´placements et une associe´e aux variables internes. La seconde base
est note´e (ϒ(n)k )k=1,··· ,ξ(n) et les variables internes sont extrapole´es a` partir du RID sur tout le
domaine en ajustant les variables re´duites internes a` l’inte´rieur du RID. Comme pour le de´-
placement, les modes (ϒ(n)k )k=1,··· ,ξ(n) sont de´finis sur Ω￿0 et sont des modes multidimensionnels.
Meˆme si la dimension de la ROM peut e´voluer durant la re´solution incre´mentale des
e´quations, nous introduisons une notation simplifie´e en remplacant respectivement dans la
suite de ce chapitre, s(n) et ξ(n) par s et ξ.
d) Description de l’algorithme APHR incre´mental et adaptatif
L’algorithme incre´mental multi-level de´veloppe´ dans (Ryckelynck and Missoum Benziane,
2010) est utilise´ et re´ecrit en grandes de´formations et adapte´ a` l’approche multidimensionnelle
choisie. L’approximation multi-level est la suivante a` l’instant t = ti :
u (X￿, ti) = u
(n)
ROM(X
￿, ti)+δu h(X￿, ti) (III.43)
z∼(X
￿, ti) = z∼
(n)
ROM(X
￿, ti)+δz∼(X
￿, ti) (III.44)
avec
δuh ∈ Vh
u (n)ROM(X
￿, ti) = uch+
s
∑
k=1
ψ(n)k (X
￿)a(n)k (ti) ∈UROM
z∼
(n)
ROM(X
￿, ti) =
ξ
∑
k=1
ϒ(n)k (X
￿)b(n)k (ti)
En utilisant le sche´ma d’inte´gration nume´rique a` un pas, les diﬀe´rents e´tats du syste`me
peuvent eˆtre calcule´s a` chaque instant. De part la formulation incre´mentale, l’e´tat me´canique
multidimensionnel est suppose´ connu a` l’instant ti et les inconnues sont les variables d’e´tat
multidimensionnelles a` l’instant ti+1.
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Ainsi cinq e´tapes sont introduites pour pre´dire l’e´tat me´canique multidimensionnel sur
l’interval ]ti, ti+1] :
• Etape une ou e´tape de pre´diction, les inconnues sont les variables d’e´tat re´duites
(a(n)k (ti+1))k=1,··· ,s et les variables internes z∼
(n)
ROM(X￿, ti+1) sur Ω￿0Π, on a alors :
Z
Ω￿0Π
ε(u∗,u(n)ROM) : Σ(F(u
(n)
ROM) , τ≤ ti+1) dX￿
−
Z
∂ fΩ￿0Π
u∗ . f(X￿, ti+1) dΓ= 0 ∀u∗ ∈ V (n)Π , (III.45)
ou` ∂ fΩ￿0Π = ∂ fΩ￿0∩Ω0￿Π.
• Etape deux ou e´tape d’extrapolation, les inconnues sont les variables internes
re´duites (b(n)k (ti+1))k=1,··· ,ξ et les variables internes z∼ROM(X
￿, ti+1) appartenant au domaine Ω
￿
0Π
et l’on a :
b(n)(ti+1) = argminy={yk}k H(y) (III.46)
H(y) =
Z
Ω￿0Π
￿￿￿￿￿z∼(n)ROM(X￿, ti+1)− ξ∑k=1ϒ(n)k (X￿) yk
￿￿￿￿￿
2
2
dX￿ (III.47)
z∼
(n)
ROM(X
￿, ti+1) =
ξ
∑
k=1
ϒ(n)k (X
￿)b(n)k (ti+1) ∀X￿ ∈Ω
￿
0Π (III.48)
• Etape trois ou e´tape de ve´rification de la convergence, e´valuation de l’erreur
ηROM associe´e au re´sidu tronque´ ￿{R} :
￿Rj = Z
Ω￿0Π
ε(u∗,u(n)ROM) : Σ(F(u
(n)
ROM) , τ≤ t) dX￿ −
Z
∂ fΩ￿0
u∗ . f(X￿, t) dΓ (III.49)
avec u∗ =N j(X￿)
￿
maxζ Πζ j
￿
et η2ROM = ∑
mh
j=1
￿R2j
• Etape quatre ou e´tape de correction, si ηROM < εR ￿f￿ alors δuh(X￿, ti+1) = 0 et
δz∼(X
￿, ti+1) = 0, sinon les corrections a` apporter sont les suivantes :
Z
Ω￿0
ε(u∗,u(n)ROM+δuh) : Σ(F(u
(n)
ROM+δuh) , τ≤ ti+1) dX￿ −
Z
∂ fΩ￿0
u∗ . f(X￿, t) dΓ= 0 (III.50)
∀u∗ ∈ Vh
et les variables internes sont calcule´es en tout point a` l’aide de la loi de comportement.
• Etape cinq ou e´tape d’adaptation de la ROM, si ηROM ≥ εR alors le sous-espace
V (n)ROM peut eˆtre adapte´ en utilisant δuh. Pour cela, nous conside´rons le re´sidu associe´ a` la
projection orthogonale de δuh sur V (n)ROM. Ce re´sidu est note´ δ⊥uh et est de´fini par :
δ⊥uh(X￿, ti+1) = δuh(X￿, ti+1)−￿δuh(X￿, ti+1)￿δuh(X￿, ti+1) = s∑
k=1
ψ(n)k (X
￿)δa(n)k (ti+1)
δa(n)(ti+1) = argmin{y}
R
Ω￿0
￿￿￿￿￿δuh(X￿, ti+1)− s∑k=1ψ(n)k (X￿) yk
￿￿￿￿￿
2
dΩ
(III.51)
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Alors la base e´tendue
￿
ψ(n+1/2)k
￿
k=1,··· ,s+1
est construite en pre´servant les pre´visions pre´-
ce´dentes de la manie`re suivante :
ψ(n+1/2)k = ψ
(n)
k k ≤ s (III.52)
ψ(n+1/2)s+1 =
1
￿δ⊥uh￿ δ⊥uh (III.53)
a(n+1/2)k (τ) = a
(n)
k (τ) τ≤ ti+1 k ≤ s (III.54)
a(n+1/2)s+1 (τ) = 0 τ< ti (III.55)
a(n+1/2)s+1 (ti+1) = ￿δ⊥uh￿ (III.56)
Ensuite, une de´composition POD des variables re´duites est re´alise´e afin d’e´viter l’aug-
mentation constante de la taille de la base ROM. Cette POD consiste a` chercher les vecteurs
(Vl)l=1...s+1 maximisant la projection suivante sur la pre´diction des variables d’e´tats re´duites :
λ(n+1)l =
R t j+1
0
￿
a(n+1/2)T(t) .Vl
￿2 dt
VTl ·Vl
(III.57)
en respectant les conditions ￿Vl￿= 1 et λl ≥ λl+1. Les vecteurs (Vl)l=1...s+1 sont des vecteurs
propres de la matrice de covariance [C](n+1/2) ve´rifiant :
[C](n+1/2) =
Z t j+1
0
a(n+1/2)(t) · a(n+1/2)T(t)dt (III.58)
La matrice de covariance prend en compte les re´sultats pre´ce´dents afin de pre´server la capacite´
de la ROM a` simuler les e´tats me´caniques correspondants. Ensuite, les e´ve´nements principaux
sont se´lectionne´s a` l’aide du crite`re suivant :
W= [V1, ...,V￿s] avec λ￿s > εPOD λ1 et λ￿s+1 ≤ εPOD λ1 (III.59)
￿s e´tant la nouvelle taille de la ROM. A la fin, la nouvelle base ROM n’est autre qu’une
re´duction par POD de la pre´ce´dente ROM :
ψ(n+1)l =
k=s+1
∑
k=1
ψ(n+1/2)k Wkl ∀l = 1...￿s (III.60)
a(n+1)l (t) =
k=s+1
∑
k=1
a(n+1/2)k (t)Wkl ∀l = 1...￿s (III.61)
Une proce´dure similaire est utilise´e pour construire (ϒ(n+1)k , b
(n+1)
k )k=1...ξ en utilisant
δzh(X￿, ti+1). Cette adaptation termine le traitement de l’interval de temps ]ti, ti+1].
A la fin de chaque simulation une dernie`re POD est re´alise´e sur les variables d’e´tats
re´duites.
Les parame`tres de la me´thode sont le RID et les coeﬃcients εR et εPOD. On pourra re-
marquer que la base ROM initiale ((ψ(0)k ,a
(0)
k )k=1...s,(ϒ
(0)
k ,b
(0)
k )k=1...ξ) peut eˆtre vide (s= 0 and
ξ= 0) ; d’ou` le caracte`re a priori de la me´thode. Dans ce cas, le premier incre´ment de la si-
mulation est un calcul e´le´ments finis sur tout le domaine Ω￿0Π. Enfin une re´duction de mode`le
classique, type POD, sans hyper re´duction et sans adaptation peut eˆtre obtenue en prenant
respectivement Ω￿0Π =Ω￿0 et une valeur assez grande de εR, εR = 10 par exemple.
Ainsi, les caracte´ristiques principales de la me´thode APHR e´tendue sont premie`rement la
possibilite´ d’adapter la base ROM tout au long du calcul entraˆınant a` chaque pas de temps
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une ve´rification de la qualite´ de la base et une correction de celle-ci si besoin. On notera alors
que plus le proble`me multidimensionnel est synchrone moins il y aura d’e´tapes de correction
et donc d’adaptation. Dans un deuxie`me temps, graˆce a` l’hyper re´duction, le calcul n’est
eﬀectue´ que sur un nombre re´duit d’e´le´ments constituant le RID ce qui permet d’acce´le´rer
conside´rablement la re´solution des e´quations non-line´aires. Enfin, une re´solution simultane´e
est re´alise´e de sorte que l’ensemble des proble`mes me´caniques conside´re´s est re´solu en une
seule simulation sur le large domaine Ω￿0.
III.3.3 Me´thode de mode´lisation nume´rique
La me´thode propose´e n’est pas seulement une me´thode nume´rique. C’est e´galement une
me´thode de mode´lisation. Comme aborde´ au paragraphe III.1 nous avons choisi de re´soudre
le proble`me multidimensionnel en le discre´tisant et en conside´rant 3 valeurs diﬀe´rentes pour
chacun des 4 parame`tres constituants {p} afin de ge´ne´rer les deux bases de donne´es nume´-
riques associe´es aux 81 cas de sollicitations dynamiques diﬀe´rentes. Le tableau III.1 synthe´tise
les diﬀe´rents jeux de parame`tres retenus.
Umax(mm) 2 4 6
Umoy (mm) 0.5 1 1.5
∆U (mm) 0.1 0.2 0.4
f (Hz) 15 40 100
Tab. III.1 – Discre´tisation des parame`tres de chargement
Ensuite, comme il a e´te´ e´voque´ dans le paragraphe III.3.3 a), nous allons re´soudre se´quen-
tiellement les trois proble`mes multidimensionnels associe´s aux 3 parame`tres de de´placement
a` fre´quence fixe´e. Chaque proble`me multidimensionnel regroupe donc un ensemble de 27 cas
de sollicitation vibratoire a` re´soudre simultane´ment.
Puisque les cas d’e´tude ne sont pas couple´s par des liaisons me´caniques, pour construire le
maillage associe´ au proble`me multidimensionnel, il suﬃt de dupliquer le maillage e´le´mentaire
d’un cas particulier (figure III.5), 27 fois dans notre cas. La figure III.7 repre´sente ce maillage ;
nous avons choisi de disposer les 27 maillages e´le´mentaires le long du plan 12 cependant la
position spatiale de ces maillages n’a aucune influence sur les re´sultats.
Ensuite, on associe a` chaque maillage e´le´mentaire son chargement dynamique spe´cifique
correspondant a` un jeu de parame`tres {p}α donne´s. Le domaine e´tendu de calcul Ω￿0 est alors
de´fini.
Concernant la re´solution de ce proble`me multidimensionnel, nous l’avons, dans un pre-
mier temps, re´solu simultane´ment en utilisant le mode`le APHR e´tendu de´crit au paragraphe
pre´ce´dent. Cependant, malgre´ une tre`s bonne pre´cision sur les valeurs de modules obtenues
par rapport a` celles obtenues par la me´thode e´le´ments finis classique, les re´sultats en terme de
gain en temps de calcul n’ont pas e´te´ suﬃsamment satisfaisants. C’est pourquoi, nous avons
mis en place une me´thode de mode´lisation en deux e´tapes :
– Premie`re e´tape : re´solution simultane´e pre´liminaire avec un chargement simplifie´ dans
le but de construire la base re´duite et le domaine d’inte´gration re´duit Ω￿0Π associe´s a` ce
proble`me multidimensionnel,
– Deuxie`me e´tape : re´solution simultane´e du proble`me multidimensionnel sur le domaine
d’inte´gration re´duit Ω￿0Π avec en donne´e d’entre´e la base re´duite construite par le calcul
pre´liminaire et en la conservant inchange´e (pas d’adaptation de la base en cours de
calcul, εR = 10).
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Fig. III.7 – Maillage du proble`me multidimensionnel (Ω￿0)
La figure III.8 de´crit le chargement associe´ au calcul pre´liminaire (premie`re e´tape). La diﬀe´-
rence principale de celui-ci par rapport au chargement souhaite´ est le fait que l’on ne fasse
qu’une seule pe´riode de vibration. En eﬀet, en the´orie, une seule vibration suﬃt pour extraire
les modes associe´s a` celle-ci.
Fig. III.8 – Caracte´ristiques du calcul pre´liminaire (Observation concernant un des 27
calculs)
Lors de la deuxie`me e´tape, on travaille uniquement en base fixe´e sans possibilite´ d’adap-
tation a` la manie`re d’un calcul a posteriori ; on suppose ainsi que cette base est suﬃsamment
pre´cise pour rendre compte des phe´nome`nes pre´ponde´rants a` ce calcul. On reste cependant
dans le cadre d’une me´thode APHR e´tendue, le calcul est eﬀectue´ sur un nombre re´duit
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d’e´le´ments appartenant au domaine Ω￿0Π construit lors du calcul pre´liminaire.
Enfin, pour le traitement se´quentiel des deux autres proble`mes multidimensionnels, il
suﬃt juste de fixer la valeur du parame`tre de fre´quence a` la valeur suivante et de refaire un
calcul du type de la deuxie`me e´tape, c’est a` dire utiliser la base re´duite et le RID calcule´ lors
du calcul pre´liminaire et ne pas permettre d’adaptation εR = 10. On remarquera alors qu’un
seul calcul pre´liminaire est eﬀectue´.
III.3.4 De´pouillement des re´sultats
Afin de valider la me´thode propose´e, nous avons compare´ les re´sultats en terme de temps
de calcul et de re´ponse en force obtenus par la me´thode e´le´ments finis classique et la me´thode
APHR. Les pre´visions des modules e´lastique et de perte associe´s (apre`s post-traitement) sont
ensuite compare´es.
On notera que les calculs ont e´te´ eﬀectue´s sur un seul processeur.
Les trois paragraphes suivants concernent le de´pouillement du proble`me multidimensionnel a`
15 Hz. Le dernier paragraphe “ Extension au proble`me fre´quentiel ” regroupe l’ensemble du
proble`me a` 4 parame`tres.
a) Gain en temps de calcul
Les deux premie`res colonnes du tableau III.2 comparent les temps de calcul obtenus avec
un calcul e´le´ments finis et ceux obtenus par la me´thode propose´e. Pour obtenir le temps
de calcul correspondant a` la me´thode APHR, il faut ajouter les temps de calcul du calcul
pre´liminaire et du final (deuxie`me e´tape).
with standard with APHR with APHR without
method (FEM) method over Ω￿0Π hyper reduction (over Ω￿0)
preliminary final preliminary final
1 case ×27 computation computation computation computation
εR = 10 εR = 10
CPU
time (s) 11116 57427 37875 57427 326258
Total CPU
time for 300132(￿ 83h) 95302(￿ 26h) 383685(￿ 107h)
27 cases (s)
Tab. III.2 – Comparaison des temps de calcul
On constate alors que la me´thode propose´e permet un gain en temps de calcul de 68%
sur le calcul de 27 cas de sollicitation vibratoire soit un gain d’environ 18 calculs e´le´mentaires
par la me´thode des e´le´ments finis !
Dans un premier temps, ce gain peut eˆtre attribue´ a` la re´duction de la taille du proble`me.
En eﬀet, a` la fin du calcul pre´liminaire, la base re´duite {Φk} contient 17 vecteurs au lieu des
20538 degre´s de liberte´ du calcul e´le´ments finis.
Cependant, comme le sugge`re la dernie`re colonne du tableau ??, la justification d’un tel
gain est surtout associe´e a` l’hyper-re´duction ; lorsque l’on empeˆche la mise en place de celle-ci
sur le calcul final (c’est-a`-dire que le calcul est eﬀectue´ sur le domaine Ω￿0), on observe que
tout le gain de temps est perdu. En eﬀet, graˆce a` l’hyper-re´duction, le calcul a` chaque pas
de temps n’est eﬀectue´ que sur un nombre restreint d’e´le´ments. La figure III.9 repre´sente en
rouge les e´le´ments de ce domaine d’inte´gration re´duit (RID).
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Ainsi, au lieu d’eˆtre eﬀectue´ sur les 31212 e´le´ments du domaine Ω￿0, le calcul est re´alise´
sur seulement 2382 e´le´ments. Parmi ces e´le´ments, un domaine d’inte´reˆt a e´te´ choisi, il s’agit
des e´le´ments de la partie supe´rieure me´tallique ou` le chargement dynamique est applique´ et
de quelques e´le´ments e´lastome`res afin d’eˆtre en mesure de pouvoir avoir acce`s aux contraintes
de ces e´le´ments si besoin pour comparer la justesse des re´sultats localement.
La me´thode propose´e permet donc un gain important en temps de calcul.
Zoom
Fig. III.9 – Observation des e´le´ments contenus dans le RID (Ω￿0π)
b) Pre´cision sur les re´sultats
Il s’agit ensuite de ve´rifier si les re´sultats associe´s restent suﬃsamment pre´cis par rapport
a` ceux obtenus par la me´thode e´le´ments finis classique.
Dans un premier temps, les re´ponses en force obtenues par la me´thode propose´e et la me´thode
e´le´ments finis sont compare´es. La figure III.10 repre´sente, dans le cas particulier du cas 3-2-2
(c’est a` dire en reprenant le tableau III.1, 3e`me valeur du Umax, 2e`me valeur du Umoy et 2e`me
valeur du ∆U) ces deux re´ponses. La figure III.11 repre´sente les erreurs relatives en force a`
chaque incre´ment correspondant a` la figure III.10.
On constate que sur tout l’intervalle de chargement, pre´chargement compris, la pre´diction
de la re´ponse en force est plutoˆt bonne. On note toutefois un de´calage en contrainte sur la
partie dynamique qui sera discute´ par la suite.
Dans le cadre de la ge´ne´ration de la base nume´rique donnant la rigidite´ et la dissipation
associe´e a` la liaison souple pour une sollicitation vibratoire donne´e, nous sommes surtout
inte´resse´s par la pre´cision sur le calcul des modules K￿ et K￿￿ associe´s aux boucles dyna-
miques finales. La figure III.12 illustre, dans le cas particulier du cas 3-2-2 toujours, les deux
boucles dynamiques finales associe´es au calcul par e´le´ments finis et a` la me´thode de re´duction
propose´e.
On observe dans un premier temps que ces boucles sont re´duites a` des droites et donc
non-dissipatives, ceci est intrinse`quement lie´ au mode`le de Qi-Boyce (Qi and Boyce, 2005)
comme nous avons pu le constater au Chapitre II section II.2. Dans le cas particulier de cette
application, tous les modules de perte sont donc nuls, nous ne ve´rifions donc que la pre´cision
de calcul sur les modules e´lastiques et donc globalement la pente de ces droites.
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Fig. III.10 – Comparaison de la re´ponse en
force obtenue par FEM et avec la me´thode
APHR e´tendue
Fig. III.11 – Erreur relative sur la re´ponse
en force entre le calcul FEM et la me´thode
propose´e correspondant a` la figure III.10
Fig. III.12 – Comparaison entre les boucles dynamiques obtenues par FEM et avec la
me´thode APHR
Sur la figure III.12, on constate que les pentes sont plutoˆt bien repre´sente´es, une erreur sur
la contrainte moyenne est pre´sente comme nous venons de le relever ; l’adoucissement de
contrainte du mate´riau ne semble pas eˆtre pris en compte par notre mode`le re´duit. En eﬀet,
lors de la construction de la base re´duite (calcul pre´liminaire), seule une pe´riode de vibration a
e´te´ eﬀectue´e. Pour mieux repre´senter cet adoucissemment, re´aliser un calcul pre´liminaire avec
quelques pe´riodes semble ne´cessaire. Cependant, nous cherchons principalement a` approximer
la pente des boucles dynamiques et non leur valeur de la contrainte moyenne.
Le tableau III.3 synthe´tise les pre´dictions de module K￿ calcule´s par la me´thode propose´e
ainsi que l’erreur par rapport aux valeurs obtenues par le calcul e´le´ments finis pour les 27 cas
de vibrations conside´re´s.
On constate que pour la totalite´ des cas, l’erreur sur le calcul de la rigidite´ est infe´rieure a`
20% dont 24 cas sur 27 (soit 89% des cas) avec une erreur infe´rieure a` 10%. Ainsi, la pre´cision
obtenue par le calcul simultane´ de 27 cas de vibrations par me´thode APHR e´tendue est donc
des plus correctes compte-tenu du gain en temps de calcul obtenu.
En eﬀet, il s’agit d’un compromis, gain en temps de calcul et pre´cision souhaite´e sur les
re´sultats ; il est possible d’avoir plus de pre´cision sur les re´sultats mais le gain en temps de
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calcul sera moindre.
Nume´ro du cas 111 112 113 121 122 123 131 132 133
K￿
(N/mm) 38.6 39.3 39.6 36.6 38.2 39.0 34.7 37.2 38.4
Erreur sur
K￿ (%) 2.82 1.0 0.04 8.62 4.22 1.84 13.96 7.27 3.66
Nume´ro du cas 211 212 213 221 222 223 231 232 233
K￿
(N/mm) 42.7 41.0 40.1 40.7 40.0 39.6 38.9 39.1 39.1
Erreur sur
K￿ (%) 9.38 5.11 3.06 3.48 1.94 1.27 2.01 1.09 0.46
Nume´ro du cas 311 312 313 321 322 323 331 332 333
K￿
(N/mm) 45.4 41.9 40.0 43.4 40.8 39.4 41.2 39.7 38.8
Erreur sur
K￿ (%) 19.14 9.99 5.44 13.1 6.77 3.58 6.89 3.36 1.61
Tab. III.3 – Erreur sur le calcul de K￿
c) Observation des modes empiriques Φk
L’observation des modes empiriques constituants la base re´duite qui a servi au calcul
APHR e´tendu ne permet pas de valider ou non la pertinence de l’emploi de la me´thode
propose´e, cependant il est inte´ressant de les examiner car ils permettent une meilleure com-
pre´hension du proble`me (ici multidimensionnel) conside´re´.
Comme nous l’avons vu dans le paragraphe pre´ce´dent, la base re´duite multidimensionnelle
est constitue´e de 17 fonctions. Par construction, dans une base re´duite de type POD Φk, les
premie`res fonctions sont repre´sentatives de modes globaux et ensuite plus k augmente plus
ces modes sont associe´s a` des phe´nome`nes localise´s et particularise´s a` des cas de sollicitation
e´le´mentaire.
Les figures III.13 et III.14 repre´sentent respectivement les composantes suivant la direction 1
et 2 (voir figure III.5 pour les directions) du mode 1 (Φ1).
On peut remarquer que les ordres de grandeur des de´placements dans les deux directions
sont les meˆmes ; ainsi ce premier mode peut eˆtre associe´ a` un mode mixte de traction-flexion.
De plus, si l’on compare les champs de de´placements de chacun des 27 cas, on observe que
dans la direction 1 le champ de de´placement est inde´pendant des parame`tres {p}α alors que
dans la direction 2 celui-ci en de´pend. En eﬀet, les 3 parame`tres de de´placements caracte´risent
le de´placement axial (direction 2 impose´e).
III.3. RE´SOLUTION SIMULTANE´E DU PROBLE`ME MULTIDIMENSIONNEL
ASSOCIE´ A` L’E´TUDE DYNAMIQUE DE LA LIAISON SOUPLE 165
Fig. III.13 – Composante suivant 1 du pre-
mier mode
Fig. III.14 – Composante suivant 2 du pre-
mier mode
Les figures III.15 et III.16 repre´sentent respectivement les composantes suivant la direction
1 et 2 du mode 2 Φ2.
Fig. III.15 – Composante suivant 1 du
deuxie`me mode
Fig. III.16 – Composante suivant 2 du
deuxie`me mode
Pour ce second mode, les meˆmes observations peuvent eˆtre faites : il s’agit d’un second
mode mixte flexion-traction.
Les figures III.17 et III.18 repre´sentent respectivement les composantes suivant la direction
1 et 2 du mode 3 Φ3.
Pour ce 3e`me mode, on peut constater que la composante suivant la direction 2 est 3 a` 10
fois supe´rieure a` celle suivant 1 : ce mode se rapproche alors d’un mode de traction de´saxe´e.
Sur la figure III.18, on peut nettement distinguer une de´pendance du mode avec les parame`tres
{p}α. De plus, il est possible de noter des similitudes entre les cas e´le´mentaires (les trois cas
en bleu fonce´ par exemple). On observe aussi que vis-a`-vis de ce mode certains cas ont des
contributions oppose´es (si l’on compare les bleus fonce´s et les oranges fonce´s par exemple).
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Fig. III.17 – Composante suivant 1 du troi-
sie`me mode
Fig. III.18 – Composante suivant 2 du troi-
sie`me mode
Ces trois premiers modes sont des modes empiriques globaux. Ensuite les modes supe´rieurs
repre´sentent des modes de plus en plus localise´s. La figure III.19 illustre un zoom de la
composante suivant 2 du mode 5.
Fig. III.19 – Composante suivant la direc-
tion 2 du mode 5
Fig. III.20 – Composante suivant la direc-
tion 2 du mode 17
Ce mode repre´sente un gradient de de´formation local dans la partie e´lastome`re. Cependant
ce gradient ne concerne pas tous les cas e´tudie´s.
Enfin, la figure III.20 concerne le 17e`me et dernier mode ; il s’agit d’un zoom sur un cas
e´le´mentaire. On constate que ce mode est tre`s localise´ : certains e´le´ments sont e´norme´ment
de´forme´s.
Le nombre de modes empiriques formant la base re´duite de´pend e´troitement de la pre´cision
choisie et donc du coeﬃcient εPOD. Or on peut conclure ici qu’il n’est pas force´ment judicieux
de conserver un grand nombre de modes pour avoir la meilleure eﬃcacite´. En eﬀet, comme
nous venons de le voir, plus l’on avance dans les modes et plus ceux-ci sont repre´sentatifs
de modes tre`s localise´s voire d’instabilite´s qui peuvent ensuite entraˆıner des proble`mes de
divergence de calcul.
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d) Extension au proble`me fre´quentiel
Comme nous l’avions mis en avant en introduction de ce chapitre, pour une meilleure
eﬃcacite´, seuls les parame`tres {ps} n’ayant aucune influence sur le caracte`re synchrone des
transformations sont conside´re´s pour la re´solution simultane´e. Le parame`tre de fre´quence f
modifie les temps caracte´ristiques des transformations et est traite´ a` part. Nous proposons
de le conside´rer de manie`re se´quentielle, au cas par cas.
L’avantage de la me´thode est que la base re´duite construite lors du calcul pre´liminaire du
premier proble`me multidimensionnel peut eˆtre re´utilise´e en tant que base initiale des autres
proble`mes multidimensionnels. Pour re´soudre le proble`me en fre´quence, il va donc suﬃr de
re´soudre se´quentiellement les deux autres proble`mes en utilisant la meˆme base re´duite. Le
tableau III.4 synthe´tise les temps de calcul correspondant a` la ge´ne´ration de la base de
donne´es associe´e aux 81 cas de vibrations par me´thode e´le´ments finis classique et par la
me´thode propose´e.
with standard with APHR
method (FEM) method
preliminary final
1 case ×81 computation computation
de calcul 37875× 3
time (s) 11116 57427 = 113625
Total de calcul
time for 900396(￿ 250h￿ 10,5 j) 171052(￿ 48h￿ 2 j)
81 cases (s)
Tab. III.4 – Comparaison des temps de calcul sur le calcul des 81 cas de vibration
Pour le calcul des temps de calcul concernant la me´thode propose´e, le calcul pre´liminaire
n’est donc compte´ qu’une seule fois et l’on y ajoute 3 fois le temps de re´solution d’un pro-
ble`me multidimensionnel (ici de 27 cas). Le gain en temps de calcul s’e´le`ve alors a` 81% ! Le
temps de re´solution des 81 cas de sollicitation vibratoire avec la me´thode APHR e´tendue cor-
respond approximativement a` seulement 16 re´solutions se´quentielles par me´thode e´le´ments
finis classiques.
L’erreur sur les re´sultats est e´quivalente a` celle obtenue lors de la re´solution du premier pro-
ble`me multidimensionnel soit majoritairement infe´rieure a` 10% avec quelques cas entre 10 et
20%.
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III.4 Conclusion partielle
Dans ce chapitre, nous avons propose´ une me´thodologie permettant de re´soudre eﬃcace-
ment un proble`me parame´trique. Une me´thode de re´duction d’ordre de mode`les base´e sur la
me´thode APHR a e´te´ utilise´e et une approche multidimensionnelle a e´te´ mise en place. Des
re´sultats prometteurs en terme de temps de calcul, allant jusqu’a` 80%, ont e´te´ obtenus tout
en conservant une pre´cision satisfaisante sur la rigidite´.
L’avantage de la me´thode propose´e est qu’elle peut s’appliquer quel que soit le mode`le de
comportement conside´re´ sans avoir a` re´e´crire les e´quations constitutives le de´finissant.
Dans ce chapitre, les caracte´ristiques de la me´thode ont e´te´ pre´sente´es sur un cas test en
utilisant le mode`le de Qi-Boyce (Qi and Boyce, 2005). Cependant, des re´sultats similaires ont
e´te´ obtenus sur la pie`ce re´elle Paustra (pie`ce pre´sente´e au Chapitre II section II.4.4 et ayant
servi de validation) en utilisant le mode`le de comportement DyMPPlEC de´taille´ au Chapitre
II.
La re´solution du proble`me parame´trique permet d’obtenir deux bases de donne´es nume´-
riques associe´es respectivement a` la rigidite´ et a` la dissipation de la liaison souple pour 81 cas
de sollicitations vibratoires. Il s’agit ensuite d’utiliser une me´thode d’interpolation adequat,
par exemple line´aire, pour extrapoler ces valeurs de rigidite´ et de dissipation sur l’ensemble du
domaine conside´re´. Ces donne´es peuvent eˆtre repre´sente´es sous forme de surfaces de re´ponse
par exemple.
Ensuite, pour de´finir le mode`le de substitution de la liaison souple, il suﬃt, en fonction des
caracte´ristiques de la sollicitation vibratoire applique´e, de chercher dans la surface de re´ponse
les valeurs de rigidite´ et de dissipation correspondantes. Ainsi, il n’est plus ne´cessaire d’avoir
recours a` un calcul couˆteux utilisant le mode`le physique.
Conclusion ge´ne´rale
Afin de mieux pre´voir la re´ponse dynamique de pie`ces anti-vibratoires en e´lastome`re
charge´, notamment en tenant compte de l’eﬀet Payne, nous avons, dans un premier temps,
caracte´rise´ expe´rimentalement un silicone charge´ de silice par un ensemble d’essais vibratoires
de cisaillement et de compression.
Pour de´finir ces essais vibratoires, nous avons choisi d’utiliser quatre parame`tres : la fre´quence,
l’amplitude de de´formation, la de´formation statique et la de´formation maximale. Chaque sol-
licitation vibratoire a` proprement dite de´finie par les trois premiers parame`tres a donc e´te´
pre´ce´de´e par un pre´chargement cyclique jusqu’a` une de´formation maximale donne´e jusqu’a`
stabilisation du mate´riau. Cette proce´dure permet non seulement de de´coupler l’eﬀet Mullins
de la re´ponse dynamique observe´e et donc de l’eﬀet Payne mais de plus elle permet d’obtenir
des boucles d’hyste´re´sis dynamiques de forme quasiment elliptique et de contrainte moyenne
constante pour une de´formation statique donne´e.
Apre`s avoir calcule´ pour chaque sollicitation vibratoire les modules e´lastique et de perte as-
socie´s, traduisant respectivement la rigidite´ et la dissipation du mate´riau, nous avons pu
observer la forte de´pendance de ces modules avec l’amplitude de de´formation a` fre´quence
fixe´e commune´ment appele´e eﬀet Payne.
Puis, l’ensemble de ces donne´es expe´rimentales nous a servi de base pour identifier le mode`le
de comportement mate´riau DyMPPlEC que nous avons mis en place.
Ensuite, pour de´velopper un mode`le de comportement mate´riau du silicone charge´ de si-
lice, nous avons choisi de nous appuyer sur un mode`le existant : le mode`le hyperviscoplastique
de Qi-Boyce (Qi and Boyce, 2005). Ce mode`le de comportement, de´veloppe´ pour un ther-
moplastique e´lastome`re, a l’avantage de rendre compte d’un certain nombre de phe´nome`nes
physiques que nous souhaitions simuler : l’hypere´lasticite´, la viscosite´, l’eﬀet Mullins, l’ampli-
fication des de´formations engendre´e par la pre´sence de charges ou encore la compressibilite´.
Cependant, ce mode`le n’avait pas e´te´ applique´ a` des chargements de type vibratoire.
Nous avons constate´ que le mode`le de Qi-Boyce ne permet pas de pre´voir l’eﬀet Payne et donc
tente´ d’ame´liorer celui-ci. Pour cela, nous avons rajoute´ a` celui-ci de l’e´crouissage cine´matique
non-line´aire. Cet ajout a permis non seulement de simuler globalement les tendances d’e´vo-
lution des modules e´lastique et de perte engendre´es par l’eﬀet Payne mais aussi de pouvoir
repre´senter les boucles stabilise´es de pre´chargement.
Ainsi, le mode`le de comportement DyMPPlEC permet de tenir compte a` la fois de l’eﬀet
Mullins et de l’eﬀet Payne. De plus, par construction, de la meˆme manie`re que nous l’avions
souhaite´ expe´rimentalement, les deux eﬀets sont de´couple´s. Le premier est simule´ par la
branche du mode`le propose´ de´finissant l’e´tat d’e´quilibre sans plasticite´ du mate´riau et est
entie`rement de´fini par la donne´e du pre´chargement. Le second est simule´ par la branche du
mode`le propose´ de´finissant le comportement dynamique et dissipatif.
Le mode`le propose´ a ensuite e´te´ identifie´ se´parement sur les essais de cisaillement et de
compression re´alise´s. Nous sommes arrive´s a` des re´sultats satifaisants concernant la simu-
lation des boucles dynamiques et de leurs modules e´lastique et de perte ; et donc de l’eﬀet
Payne. De plus, le mode`le permet de simuler la re´ponse a` des sollicitations vibratoires de
de´formation statique non nulle et pre´voit la boucle stabilise´e de pre´chargement. Cependant
nous avons releve´ qu’une ame´lioration concernant la pre´vision des courbes d’e´quilibre hyper-
e´lastiques notamment en compression pourrait eˆtre apporte´e.
Enfin, pour que le mode`le de comportement propose´ pour simuler la re´ponse dynamique de
pie`ces anti-vibratoires puisse eˆtre inte´gre´ a` la mode´lisation d’un plus grand syste`me, comme
celui de l’avion par exemple, nous avons propose´ une me´thodologie permettant de construire
eﬃcacement des bases de donne´es qui permettront de de´finir un mode`le de substitution a` peu
de degre´s de liberte´ de ce dernier.
En eﬀet, pour simplifier et acce´le´rer la simulation de grands syste`mes me´caniques, l’utilisation
de mode`les de substitution de sous-syste`me a` comportement non-line´aire s’ave`re tre`s eﬃcace.
Cependant, pour que cette repre´sentation ait un sens et soit eﬃcace, la construction du
mode`le de substitution doit eˆtre en e´troite relation avec le mode`le physique. Ainsi, pour
de´finir les composantes de ce mode`le simplifie´, des bases de donne´es associe´es aux pre´dictions
de comportement obtenues par le mode`le physique du sous-syste`me sont ne´cessaires. Pour les
ge´ne´rer, un proble`me parame`trique doit eˆtre conside´re´ et donc un grand nombre de proble`mes
utilisant le mode`le propose´ doit eˆtre re´solu.
C’est pourquoi, nous avons propose´ une me´thodologie base´e sur une me´thode de re´duction
d’ordre de mode`le : l’APHR permettant de re´soudre eﬃcacement un proble`me parame´trique.
Ainsi, en mettant en place une approche multidimensionnelle en e´tendant la me´thode APHR,
nous sommes parvenus a` des re´sultats prometteurs en terme de temps de calcul, allant jusqu’a`
80% tout en conservant une pre´cision satisfaisante sur les pre´dictions de rigidite´ par exemple.
La me´thodologie propose´e est incre´mentale et a l’avantage de pouvoir s’appliquer quel que
soit le mode`le de comportement conside´re´ sans avoir a` re´e´crire les e´quations constitutives le
de´finissant.
Annexe -A-
Re´sultats comple´mentaires
Re´sultats comple´mentaires concernant la simulation des essais de cisaillement
Les graphiques de cette annexe viennent comple´ter les observations de la simulation des
essais de cisaillement sur VER par le mode`le DyMPPlEC aborde´es au Chapitre II section
II.4. Les parame`tres mate´riau utilise´s sont ceux synthe´tise´s dans les tableaux II.11 et II.12.
La figure A.1 repre´sente la pre´vision du cycle stabilise´ du pre´chargement jusqu’a` εmax =
50%.
Cette figure permet de faire une comparaison avec la figure II.93 : simulation obtenue sur la
pie`ce de validation.
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Fig. A.1 – Simulation du pre´chargement jusqu’a` 50%
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Sur les figures A.2 et A.3 sont compare´es, pour des sollicitations dynamiques correspon-
dant a` un pre´chargement jusqu’a` 50%, une de´formation statique nulle, une fre´quence de 15
Hz et des amplitudes de de´formations allant de 0.5 a` 20%, respectivement les boucles dy-
namiques expe´rimentales et simule´es et les modules e´lastique et de perte expe´rimentaux et
simule´s.
Ces figures permettent de faire une comparaison avec les figures II.94, II.95, II.96 et II.97 :
simulations obtenues sur la pie`ce de validation.
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Fig. A.2 – Comparaison des boucles dyna-
miques expe´rimentales et simule´es
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= ( 50% , 0% , - , 15Hz)
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Fig. A.3 – Comparaison des modules e´las-
tique et de perte expe´rimentaux et simule´s
(εmax, εmoy, ∆ε, f )= ( 50% , 0% , - , 15Hz)
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Les figures A.4 et A.5 illustrent la simulation des courbes de Payne obtenues pour diﬀe´rents
niveaux de de´formation maximale (εmax).
simu : pre 50 %
simu : pre 75 %
simu : pre 120 %
exp : pre 50 %
exp : pre 75 %
exp : pre 120 %
Amplitude de de´formation (-)
M
od
ule
e´la
sti
qu
e(
M
Pa
)
10.10.010.0010.0001
7
6
5
4
3
2
1
0
Fig. A.4 – Simulation de l’e´volution du module e´lastique pour diﬀe´rents niveaux de de´for-
mation maximale de pre´chargement (εmax, εmoy, ∆ε, f )= ( - , 0% , - , 15Hz)
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Fig. A.5 – Simulation de l’e´volution du module de perte pour diﬀe´rents niveaux de de´for-
mation maximale de pre´chargement (εmax, εmoy, ∆ε, f )= ( - , 0% , - , 15Hz)
On peut constater qu’en comparaison avec les observations expe´rimentales, le mode`le
accentue la de´pendance avec le niveau de de´formation maximale. En eﬀet, par construction
les trois courbes d’e´quilibre sont de plus en plus adoucies lorsque εmax augmente et cela modifie
donc la valeur du palier de module e´lastique aux petites amplitudes de de´formation ; celui-
ci de´pendant de la somme de deux contributions : la valeur du parame`tre E et du module
tangent aux courbes d’e´quilibre.
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Du modèle matériau à la mécanique des systèmes :
étude dynamique d’une liaison souple en silicone chargé de silice
Résumé : Grâce à leur propriété d’amortissement, les élastomères chargés sont couramment utili-
sés dans l’industrie pour réaliser des pièces anti-vibratoires. Cependant, des phénomènes complexes
et couplés, comme l’effet Mullins et l’effet Payne, rendent le comportement de ces matériaux fortement
non-linéaire. Peu de modèles permettent de prédire la réponse dynamique de ces pièces quelle que
soit la sollicitation appliquée.
L’objectif principal de cette étude est de proposer un modèle de comportement mécanique du
matériau intégrant la prise en compte de l’effet Payne afin de mieux prévoir la réponse dynamique de
pièces anti-vibratoires en élastomère chargé et de permettre notamment une meilleure conception de
ces pièces en fonction de leur utilisation (fréquence à atténuer, charge statique supportée ...). Ensuite,
nous avons développé une chaîne de modèles allant du modèle de comportement matériau au modèle
de substitution de la liaison souple intégrable dans un modèle dynamique de grand système, comme
un avion par exemple. Pour cela, une méthode de réduction d’ordre de modèle a notamment été
développée pour résoudre efficacement le problème paramétrique relatif à la construction du modèle
de substitution.
Ainsi, dans un premier temps, une campagne d’essais dynamiques, caractérisés par une fré-
quence, une amplitude de déformation et une déformation statique, sur éprouvettes à la fois en ci-
saillement puis en compression a été menée. Ceux-ci ont notamment permis de caractériser l’effet
Payne vis à vis de ces différents paramètres.
Ensuite, nous avons cherché à développer un modèle de comportement matériau permettant de si-
muler ces essais et donc de prédire la réponse dynamique de la liaison souple, notamment en terme
de rigidité et de dissipation, quelles que soient les sollicitations statiques et dynamiques appliquées.
Pour cela, un modèle de comportement hyperviscoplastique : le modèle DyMPPlEC, basé sur celui
de Qi-Boyce, a été enrichi au Centre des Matériaux. Les paramètres matériau, associés au modèle
développé, ont été identifiés à partir des données expérimentales sur un élément de volume repré-
sentatif puis le modèle a été validé sur une structure réelle.
Enfin, la capacité de ce modèle à prévoir l’effet Payne même pour des sollicitations dynamiques de
déformation statique non nulle tout en intégrant l’effet Mullins a été mise en avant.
Mots clés : élastomère chargé, effet Payne, étude dynamique, effet Mullins, méthode APHR
From the material model to systems mechanic :
dynamical analysis of a flexible link in silicone with silica
Abstract: Thanks to their damping property, filled elastomers are commonly used to make anti-
vibration devices. Nevertheless, their behavior is highly non-linear due to complex and coupled phe-
nomema, such as Mullins effect and Payne effect. Thus, few models make it possible to predict the
dynamical response of those devices for all kind of loading.
The main goal of this study is to build a constitutive model able to take into account of the Payne
effet in order to better predict the dynamical response of filled elastomers under dynamical loading
and then optimize the design of those devices regarding to their use. Then we went through a series
of models from a behavior model to a surrogate model integrable in the model of a larger structure,
such as an airplane for instance. To this aim, we made use of a reduction order model method, the
APHR, to efficiently solve the parametric problem associated to the definition of the surrogate model.
To characterize the material behavior, many dynamical tests have been carried out with different
frequencies, strain amplitude and static strain on both shear and compression samples. Thanks to
those tests, we were able to point out Payne effect features regarding to the different parameters.
Then, the aim was to be able to simulate those tests with a constitutive model in order to predict the
dynamical response of filled elastomer especially in terms of rigidity and damping. That is why an hy-
perviscoplastic model : the DyMPPlEC model, based on the Qi-Boyce model, was enriched at “Centre
des Matériaux”. The model parameters of this model have been identified from the experimental tests
and then the model has been checked on a real structure.
With this model we not only make it possible to take into account of the Payne effect in the prediction
of the dynamical response but also to simulate the response of vibration loading with a non zero static
level of strain. Furthermore, the Mullins effect is also predicted by the model.
Keywords: filled elastomer, Payne effect, dynamical study, Mullins effect, APHR method
